Capitulo 4

Fuentes de inform acion y codificacidn

de fuente

Modelado de fuentes de informacion

e Codificacién de fuente sin pérdidas

Codificacién de fuente con perdidas

Cuantizacion

e Técnicas de audio digital

Los sistemas de comunicaciones se disenan para transmitir informacién. En cualquier sistema de comu-
nicaciones existe una fuente de informacion y el propédsito del sistema es transmitir la salida de la fuente al
destino. En radiodifusién, por ejemplo, la fuente de informacién es o una fuente de voz, o una fuente de
musica. En el caso de television, la fuente de informacién es una fuente de video cuya salida es un iman en
movimiento. En la transmision de fax, la fuente de informacién produce una iméagen fija. En la comunicacién
entre computadoras se transmiten datos binarios o caracteres ASCII y en consecuencia, la fuente puede mo-
delarse como binaria o ASCII. En el almacenamiento de datos binarios en un disco de computadora, la fuente
es nuevamente binaria.

Cualquiera tiene una nocién intuitiva del significado de informacién. Sin embargo, el analisis del de-
sempeno de los sistemas de comunicaciones dificilmente podria concebirse sin una medida cuantitativa de
informacién y el modelado matematico de las fuentes de informacion. Hartley, Nyquist y Shannon fueron
los pioneros en la definicién cuantitativa de medidas de informacién. En este capitulo, investigaremos el mo-
delado matemético de las fuentes de informacion y se proveera una medida de informaciéon. Luego veremos
como la salida de una fuente de informacion puede hacerse mas compacta y, en consecuencia, mas facil de
transmitir o almacenar.
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4.1 Modelado de fuentes de informacion

La nocién intuitiva y comin de informacion se refiere a cualquier conocimiento nuevo sobre algo. Es posible
obtener informacién escuchando, viendo, o por otros medios de percepcién. La fuente de informacién, en
consecuencia, produce salidas que son del interés del receptor de la informacién, quién no conoce esas salidas
por adelantado. El rol del disenador de los sistemas de comunicaciones es asegurar que esta informacién
se transmita al receptor correctamente. Dado que la salida de la fuente de informacién es una funcién
variante en el tiempo impredecible (si fuera predecible no serfa necesario transmitirla), puede modelarse
mediante un proceso estocastico. Ya vimos en el capitulo anterior que en los canales de comunicaciones
la existencia de ruido introduce una dependencia estadistica entre la entrada y la salida del canal. En
consecuencia, el disenador de sistemas de comunicaciones proyecta un sistema que transmite la salida de
un proceso estocdstico (fuente de informacién) a un destino a través de un medio estocdstico (el canal) y
asegura baja distorsién.

Sx{f) }
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Figura 4.1: Espectro de potencia tipico de una senal de voz.

Las fuentes de informacién pueden modelarse mediante procesos estocdsticos, y las propiedades del pro-
ceso estocastico dependeran de la naturaleza de la fuente de informacién. Por ejemplo, cuando modelamos
senales de voz, el proceso estocastico resultante tiene toda su potencia en una banda de frecuencias de 300
a 3400 Hz. En consecuencia, la densidad espectral de potencia puede ilustrarse como en la figura 4.1.

Las senales de video se obtienen del barrido de una imagen fija o en movimiento y entonces el ancho de
banda dependera de la resolucién requerida. Para la transmision de TV, dependiendo del sistema empleado
(PAL, NTSC o SECAM), esta banda estd tipicamente entre 0-4.5 MHz y 0-6.5 MHz. Para el caso de
telemetria, el ancho de banda dependera obviamente de la velocidad de cambio de los datos.

FUENTE DE ‘---X—2~X-1~X0.X1.X2...___
INFORMACION -

Figura 4.2: Modelo matematico de una fuente de informacién discreta en tiempo.

El factor comin en todos esos procesos es que son de banda limitada, o sea, pueden muestrearse a la
velocidad de Nyquist o por encima y reconstruirse de sus valores muestreados. En consecuencia, tiene sentido
concentrarse en procesos estocasticos discretos en este capitulo porque todas las fuentes de informacién de
interés pueden modelarse por esos procesos. El modelo matemadtico de una fuente de informacién se ilustra
en la figura 4.2. Aqui la fuente se modela mediante variables aleatérias X; definidas como discretas (en
la transmisién de datos binarios, por ejemplo) o continuas (voz muestreada por ejemplo). Las propiedades
estadisticas del proceso estocdstico discreto dependeran de la naturaleza de la fuente de informacién.

En este capitulo se estudiaran solo modelos simples de fuentes de informacién. Sin embargo, aun estos
modelos simples permiten definir precisamente una medida de informacion y cotas sobre la representaciéon
eficientes de la informacién.

El modelo més simple de fuente de informacidn que se estudiara es la fuente discreta sin memoria (fds).
una fds es un proceso estocastico de amplitud y tiempo discretos en el cual las X; son generadas independien-
temente y con la misma distribucién. En consecuencia, una fds genera una secuencia de variables aleatérias
distribuidas identicamente e independientemente (i.i.d.), de forma que tomen valores en un conjunto discreto.

A={ay,as, -, ay} se definird como el conjunto de valores que puede tomar la variable aleatéria X, y
las probabilidades de tomar cada valor como p; = p(X = @;), para todo ¢ = 1,2,---, N. Una descripcién
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completa de la fds estd dada por el conjunto A, denominado el alfabeto, y las probabilidades {p;}3 ;.

Ejemplo: Una fuente de informacién se describe mediante el alfabeto A = {0,1} y también p(X; = 1) =
1—p(X; = 0) = p. Este es un ejemplo de una fds. En el caso especial en que p = 0.5, la fuente se denomina
fuente bindria simétrica.

4.1.1 Medida de informacién

Para dar una idea cuantitativa de informacién, comenzaremos con un modelo basico de una fuente de infor-
macién y trataremos de definir el contenido de informacion de la fuente para satisfacer ciertas propiedades
intuitivas. Supondremos que la fuente que estamos analizando es una fuente discreta. Las salidas de la
fuente deben ser transmitidas a un destino especifico donde, en particular, a; es la salida mas probable y
apy la menos probable. Por ejemplo, es posible imaginar que la fuente representa por un lado la condicién
del tiempo y por otro la contaminacion del aire en cierta ciudad en Enero. En ese caso, A representa varias
combinaciones de condiciones del tiempo y contaminacién tal como caluroso y contaminado, muy frio y leve-
mente contaminado, frio y altamente contaminado, frio y medianamente contaminado, muy frio y levamente
contaminado, etc. La pregunta es: cual salida provee mayor informacién, a3 6 anx? (la més probable o la
menos probable?). Intuitivamente, saber ay (o equivalentemente, muy frio y levemente contaminado) revela
mayor informacién. De esto es posible inferir que una medida racional de informacién para la salida de
una fuente deberia ser una funcién decreciente de la probabilidad de ocurrencia. Una segunda propiedad
intuitiva de medida de informacién es que un cambio pequeno en la probabilidad de cierta salida no deberia
cambiar ostensiblemente la informacion asociada a esa salida. En otras palabras, la medida de informacién
deberia ser una funcién continua y decreciente de la probabilidad de la salida de la fuente.

Supongamos ahora que la informacién asociada a la salida a; puede separarse en dos partes indepen-
dientes, a;1 y aj2, 0 sea, X; = {X¢1), X(jo)}, a; = {aj1,a52} y p(X = a;) = p(Xj1) = a;1)p(X(j2) = aj2).
Esto puede suceder, por ejemplo, si suponemos que la temperatura y la contaminacién son independientes
y, en consecuencia, cada salida de la fuente puede separarse en dos componentes independientes. Dado que
las componentes son independientes, saber informacién sobre una de las componentes (la temperatura) no
provee informacién sobre la otra componente (contaminacién), de donde es posible concluir intuitivamente
que la cantidad de informacién obtenida sabiendo a; es la suma de la informacién obtenida de a;1 y a;2. De
esta discusion es posible concluir que la cantidad de informacién obtenida de una salida a; con probabilidad
de ocuerrencia p; debe satisfacer las cuatro condiciones siguientes:

1. El contenido de informacién de la salida a; depende solamente de la probabilidad de a; y no del valor
de a;. Esta funcién se notard con I(p;) v la llamaremos informacidn.

2. La informacién es una funcién continua de p;, o sea, I(.) es una funcién continua.

3. La informacién es una funcién decreciente de su argumento.
4. Si pj = pj1)pge), entonces I(p;) = I(p;1)) + 1(pg2))-

Puede probarse que la tinica funcién que satisface todas esas propiedades es la funcién logaritmo, o sea
I(x) = log(1/x) = —log(x). La base del logaritmo no es importante, aunque define la unidad mediante la
cual se mide informacién. Si la base es 2, la informacion se expresa en bits, y si es el logaritmo natural, la
unidad se expresa en nats.

Dado que la informacién obtenida de cada salida de la fuente a; se define como la informacién de esa
salida, dada por —log(p;), es posible definir el contenido de informacién de la fuente como el promedio
ponderado de informacién de todas sus salidas. La ponderacion se justifica porque las diferentes salidas de la
fuente pueden tener probabilidades diferentes. En consecuencia, la informacién asociada a una fuente es el
promedio ponderado de la informacién, o sea Zf\;l pil(p;) = — Zf\;l p; log p;. El contenido de informacion
de la fuente se denomina entropia, H(X).

Definicién: La entropia de una variable aleatéria discreta X es una funcién de las probabilidades de
ocurrencia de sus muestras, definida como
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N 1 N
H(X) = Zpi IOg; = —Zpi log p;
i=1 ¢ i=1

Notar que existe algin abuso de notacién aqui ya que podriamos esperar que siendo H(X) una funcién
de una variable aleatéria X, sea en consecuencia una variable aleatéria. Sin embargo, H(X) es una funcién
de distribucién de masa de probabilidades (pmf) de X, de forma que resulta en un nimero.

Ejemplo: Para la fuente discreta sin memoria (fds) con probabilidades p y 1 — p, respectivamente, tenemos
que

H(X) = —plogp — (1 - p)log(1 —p)

Hp(p)

=
09 -
08 -
0.7 -
06 -
05 -
04 -
03 -
0.2
0.1

0 ) I 1 L ! 1 L I 1
0 01 02 03 04 G5 06 07 08 09 1 p

Figura 4.3: La funcién entropia binaria.

Esta funcién, notada por Hy(p), se conoce como funcidn entropia binaria. La misma se ilustra en la figura

4.3.

Ejemplo: Una fuente con un ancho de banda de 4000 Hz se muestrea a la velocidad de Nyquist. Suponiendo
que la secuencia resultante puede modelarse aproximadamente por una fds con alfabeto A = {—2,—1,0,1,2}
y con probabilidades {2, 1 L L1 determinar la velocidad de generacién de esa fuente en bits/seg.

Como se tiene que

1 1 1 1 1
H(X)= §log2—|— Zlog4—|— §10g8—|—2 X Elog16 = g bits/muestra

y dado que se tienen 8000 muestras/seg., la fuente produce informacién a una velocidad de 15 kbits/seg.

En el Apéndice se introduce una discusién adicional de entropia, sus propiedades e interpretacién.

4.1.2 Entropia conjunta y condicional

Cuando trabajamos con dos o mas variables aleatérias, y en forma similar a lo analizado para probabilidades
conjuntas y condicionales, es posible introducir entropia conjunta y entropia condicional. Esos conceptos
seran especialemente importantes cuando trabajemos con fuentes con memoria.

Definicidn: La entropia conjunia de dos variables aleatérias discretas {X, Y} se define por
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H(X,Y) == p(z,y)logp(x,y)

@y
Para el caso de n variables X = (X, X3, -+, X},), se tiene que

H(X):_ Z p(x1a$2a'"a$n)logp(xlax2a"'axn)

T1,82, Ty

de donde es posible concluir que la entropia conjunta es simplemente la entropia de una variable aleatoria
vectorial.

La entropia condicional de una variable aleatéria X, dada la variable aleatéria Y, puede definirse teniendo
en cuenta que si Y = y, entonces la pmf de la variable aleatdria X serd p(z|y), y la entropia correspondiente
serda H(X|Y =y) = = >, p(z|y) log p(z, y), que intuitivamente es la cantidad de incertidumbre en X cuando
se conoce Y = y. El promedio ponderado de esa cantidad sobre todo y es la incertidumbre en X conocida
Y. Esta cantidad se conoce como entropia condicional y se define como sigue:

Definicién: La entropia condicional de una variable aleatéria X dada la variable aleatéria Y estd definida
por

H(X|Y) == p(x,y)logp(x|y)

T,y

En general se tiene que

H(XalX1,- - Xpe) == > plar,---,20) logplanlar, a2, -+, )

T1,T2, Ty

Ejemplo: Usando la regla de la cadena para pmf, p(z,y) = p(y)p(z|y), mostrar que H(X,Y) = H(Y) +
H(X|Y). Generalizar este resultado para el caso de n variables aleatdrias para obtener

H(X):H(X1)+H(X2|X1)++H(Xn|XlaX2aaXn—l)

De la definicién de entropia conjunta de dos variables aleatérias se tiene que

H(X,Y) —Zp z,y)log p(z, y) Zp z,y) log[p(y)p(x|y)]

—Zp (z,y)logp(y) — Y _ plx, y)log p(zy)

T,y

—Zp Ylogp(y) = > p(x,y)log p(xly) = H(Y) + H(X|Y)

T,y

donde en el dltimo paso se usé que > p(z,y) = p(y). Esta relacién dice que el contenido de informacién
del par (X,Y) es igual al contenido de informacién de Y mds el contenido de informacién de X después que
Y es conocida. Equivalentemente, esto nos dice que se transfiere la misma informacién conociendo el par
(X,Y), 6 primero conociendo Y y luego conociendo la informacién remanente en X. La prueba para el caso
general puede obtenerse por induccién. En este caso, si las n variables son idendependientes; la relacion se

reduce a "
S
i=1
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Si la variable aleatéria X, es la salida de una fuente discreta (no necesariamente sin memoria) en el
instante n, entonces H(X3|X1) es la informacién nueva provista por la salida de la fuente X5 cuando ya se
conoce Xi. De la misma forma H(X,|X1, X2, -+, X,,—1) es la informacién nueva en X,, para un observador
de la secuencia (X1, X3, -, Xp—1). El limite de esta entropia condicional cuando n tiende a infinito se
conoce como taza de entropia del proceso estocastico.

Definicién: La taza de entropia de un proceso estocdstico discreto se define por

1
H = lim —H(Xl,X2,~~~,Xn)
n—oo N
La taza de entropia juega el mismo papel que la entropia pero en este caso para fuentes de informacién con
memoria. Es basicamente una medida de la incertidumbre por simbolo de salida de la fuente.

4.2 Teorema de Codificacion de Fuente

El teorema de codificacién de fuente es uno de los tres teoremas fundamentales de teoria de informacion
introducidos por Shannon. Este teorema establece un limite fundamental sobre la forma en que puede
representarse la salida de una fuente de informacién sin originar una probabilidad de error grande. Se vid
que la entropia de una fuente de informacion es una medida de la incertidumbre o, equivalentemente, el
contenido de informacién de la fuente. En consecuencia, es natural que en la proposicién del teorema de
codificacién de fuente la entropia juege un papel principal.

La entropia tiene un significado muy intuitivo. Consideremos la observacién de las salidas de longitud n
de una fds, para n muy grande. En base a la ley de los grandes niimeros (del Capitulo 2) en esta secuencia
y con alta probabilidad (o sea, tendiendo a 1 para n — o0) el simbolo a1 se repite aproximadamente np;
veces, el simbolo ay se repite aproximadamente npy veces, ---, y el simbolo ay se repite aproximadamente
npy veces. Esto significa que para n suficientemente grande, con probabilidad préxima a 1, cada secuencia
de la fuente tiene la misma composicién y en consecuencia casi la misma probabilidad. Dicho de otra forma,
asintoticamente cast todo es casi tgualmente probable. Las secuencias de simbolos a;, que notaremos @, con
esa estructura se denominan secuencias tipicas. La probabilidad de una secuencia tipica esta dada por

N
pX=x) = Hp?p’ (cada simbolo se supone independiente con probab. np;)
i=1
N N
- H gnpilogps _ gn >, pilogpi _ 9—nH(X)
i=1

Esto significa que para n suficientemente grande casi todas las secuencias tipicas de salida de longitud n son
igualmente probables con probabilidad 22 2="#(X) Por otro lado, la probabilidad del conjunto de secuencias
no tipicas es despreciable.

Pero como la probabilidad de ocurrencia de secuencias tipicas es aproximadamente 1 y cada secuencia
tipica tiene probabilidad 27 "#(*) el nimero de secuencias tipicas serd

L onEx)

Nro. sec. tipicas SonH(X)

En consecuencia, a pesar que una secuencia de tamano de alfabeto N puede producir N” secuencias de
longitud n, el nimero efective (o sea sin perder una cantidad significativa) de secuencias es onH(X) 1
figura 4.4 muestra un diagrama de la propiedad mencionada. Este es un resultado muy importante ya que
nos dice que para todo proposito practico, es suficiente considerar el conjunto de secuencias tipicas antes
que todo el conjunto de secuencias posibles de la fuente. FEl error introducido ignorando secuencias no
tipicas puede hacerse menor que cualquier € > 0 eligiendo n suficientemente grande. Esta es la esencia de
la compresién de datos, o sea, la practica de representar la salida de una fuente con el menor nimero de
secuencias comparado con el nimero total de salidas que la fuente produce.

Del resultado anterior y dado que € es un nimero positivo arbitrario, puede verse que es posible representar
la secuencia tipica sin introducir error considerable. Dado que el nimero de ellas es muy aproximadamente
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Conjunto de secuencias tipicas con s 2HX)
elementos

Figura 4.4: Conjunto de secuencias tipicas y no tipicas.

27 H(X) “son necesarios nH (X)) bits para representarlas. Sin embargo, esos bits se utilizan para representar
secuencias de longitud n. En consecuencia, en promedio, cualquier fuente requiere H(X) bits para una repre-
sentacion casi sin errores. Esto nuevamente justifica la nocién de entropia como la cantidad de informacién
por cada secuencia de la fuente.

Hasta aqui se supuso que la fuente es discreta y sin memoria y puede representarse por una variable
aleatéria 1.1.d. Esa fuente puede comprimirse solo si su pmf no es uniforme, ya que si X tiene distribucién
uniforme H(X) =log N. Y, en consecuencia, 2 H(X) = gnlogN — N7 Esto significa que el nimero efectivo
de secuencias de salida de la fuente de longitud n es igual al nimero total de secuencias de la fuente y no
existe compresion posible.

No hemos considerado el caso en que la fuente tenga memoria. Para fuentes con memoria, las secuencias
no son independientes y las secuencias pasadas introducen informacion en las futuras. Esto significa que
la velocidad a la cual se introduce informacién nueva disminuye cuando aumenta el nimero de secuencias.
Un ejemplo clasico de esto es el alfabeto Castellano, el cual muestra considerable dependencia entre letras y
palabras (una ”q” estd casi siempre seguida de una ” u”, etc). La entropia por letra para un texto grande en
Castellano es rigurosamente el limite de H(X,,|X1, X2, -, X,—1) para n suficientemente grande (la taza de
entropia discutida anteriormente). Para fuentes estacionarias en general, la taza de entropia tiene el mismo
significado que la entropia para el caso de fds y define el nimero de secuencias de salida de la fuente para n
suficientemente grande, o sea, 2"% | donde H es la taza de entropia.

Varios estudios con modelos estadisticos del Castellano muestran que la taza de entropia converge ra-
pidamente, y para n = 10 se estd muy préximo al limite. Cuando la memoria aumenta, el tamano del
espacio sobre el cual se calculan las probabilidades condicionales aumenta rapidamente, y no es facil hallar
las probabilidades condicionales para obtener la taza de entropia.

Hasta aqui se discutié una descripcién informal del teorema de codificacién de fuente. La proposicion
formal, sin prueba, se presenta a continuacion.

Teorema de Codificacién de Fuente: Una fuente con taza de entropia H puede codificarse con un
error arbitrariamente pequefio a cualquier velocidad R (en bits/salida) siempre que R > H. Por otro
lado, si R < H, la probabilidad de error no podra ser arbitrariamente pequena, independientemente de la
complejidad del codificador y decodificador empleados.

Este teorema, solo determina condiciones necesarias y suficientes para la existencia de tal codificacion
de fuente. No provee ningun algoritmo para disenar los cdédigos que logren el desempeno predicho. En la
subseccidén préxima se discutiran dos algoritmos para la compresion de fuentes de informacion.

4.3 Algoritmos de Codificacion de Fuente

En la seccién anterior se concluyé que la entropia de la fuente H determina una cota sobre la velocidad a
la cual puede comprimirse una fuente para una reconstruccion confiable. Esto significa que a velocidades
por encima de la entropia es posible disenar un cédigo con una probabilidad de error tan pequena como se
desee, mientras que a velocidades por debajo de la entropia tal cédigo no existe. Este resultado importante,
sin embargo, no provee algoritmos especificos para disenar cédigos que aproximen esta cota. En esta seccién
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introduciremos dos algoritmos para disenar cédigos que se desempenan muy proximamente a la cota de
entropia.

4.3.1 Algoritmo de codificacién de fuente de Huffman

En el codificador de Huffmann, bloques de longitud fija de salida de la fuente se mapean en bloques binarios
de longitud variable. Esto se denomina un codificador de longitud fija a variable. La idea es mapear las
secuencias de longitud fija que ocurren mas frecuentemente a secuencias binarias mas cortas y las menos
frecuentes a secuencias binarias mas largas. En la codificacién binaria de longitud variable el problema es la
sincronizacion. Esto significa que deberia existir una tnica forma de dividir la secuencia binaria recibida en
palabras de cédigo. El siguiente ejemplo clarifica este punto.

Ejemplo: Supongamos que las salidas posibles de una fuente de informacién son {ai, as, as, as, as}, y
consideremos los siguientes codigos de esta fuente.

Letra  Probabilidad Cédigo 1 Cdédigo 2 Cddigo 3 Cddigo 4

ay P11 = % 1 1 0 00
as pPo2 = i 01 10 10 01
as Ps=3 001 100 110 10
ay Pa= 1z 0001 1000 1110 11
as Ps = 1z 00001 10000 1111 110

En el primer codigo cada palabra termina con un 1. En consecuencia, tan pronto como el decodificador
observa un 1, reconoce que la palabra de cédigo ha terminado y una nueva comenzara. Esto significa que el
cédigo es autosincronizante. En el segundo cédigo cada palabra comienza con un 1. Por eso, observando un
1, el decodificador reconoce que una palabra de c6digo nueva y en consecuencia, el bit previo era el ultimo
de la palabra anterior. Este c6digo es también autosincronizante pero no es tan conveniente como el primero
porque con este es necesario esperar hasta recibir el primer bit de la palabra siguiente para reconocer que
una nueva palabra ha comenzado. En el c6digo 1 se reconoce el tiltimo bit sin necesidad de recibir el primer
bit de la proxima palabra de cdédigo. Los cédigos 1 y 2 son de esa manera univocamente decodificables. Sin
embargo, solo el cédigo 1 es instantdneo. Los cddigos 1 y 3 tienen la propiedad interesante que ninguna
palabra es prefijo de otra, se dice que satisfacen la condicién de prefijo.

Dada una secuencia (alfabeto) {ag, a1, -+, ap—1} generada por una fuente discreta sin memoria, con
{po,p1, .-, pPN-1}, definimos como condicién de prefijo a las siguientes reglas:
o Sea {myg,, Mp,, ..., Mgyt la k-ésima palabra asignada al simbolo ay, con my =06 1, N es la longitud

de la palabra.
e La parte inicial de la palabra se representa por my,...my,, 1 < N.
e Cualquier secuencia construida de la parte inicial se denomina prefijo.

e Bl céddigo de prefijo se define como aquel en que la palabra no es prefijo de ninguna otra.

Puede demostrarse que una condicién necesaria y suficiente para que un cédigo sea univocamente decodi-
ficable e instantaneo es que satisfaga la condicion de prefijo. Esto significa que esos cédigos son univocamente
decodificables e instantaneos. Sin embargo, el cédigo 3 tiene la ventaja de tener menor longitud promedio.
En realidad, para el codigo 1 la longitud promedio es

1 1 1 1 1 31
ElLl=1x -42x = —+4x = — =
[L] ><2—|— ><4—|—3><8—|— ><16—|—5><16 T
y para el codigo 3 se tiene que
1 1 1 1 1 30
ElLl=1x -42x = — 44X —+4x —=—
=1 g d2xgdsxghaxgidxg=1;
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El cédigo 4 tiene como mayor desventaja no ser univocamente decodificable. Por ejemplo, la secuencia
110110 puede decodificarse de dos formas distintas, como asas o como asasas. Los cddigos que no son
univocamente decodificables no son deseables y deberian evitarse en la practica. De la discusién anterior es
posible concluir que el mas deseable de los cédigos anteriores es el 3. Este es un ejemplo de un cddigo de
Huffman, ha ser discutido brevemente a continuacién.

DIVIDIR EN ORDEN

DECRECIENTE LAS et re———
PROBABILIDADES

COMBINAR LAS DOS
MENOS PROBABLES

NUMERODE  _ 29 NO

ELEMENTOS

ASIGNARO0Y1ALAS DOS
PALABRAS DE CODIGO

|-~

ES CUALQUIER

ELEMENTO S1
EL RESULTADO DE COMPLETAR LA PALABRA
COMBINAR LOS DOS DECODIGOCONO0Y1

ELEMENTOS

PARAR

Figura 4.5: Algoritmo de codificaciéon de Huffman.
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Como mencionado anteriormente, la idea en la codificacién de Huffman es elegir una longitud de palabra
tal que las secuencias mas probables tengan longitudes mas cortas. Si podemos mapear cada salida de la
fuente de probabilidad p; en una palabra de cédigo de longitud aproximadamente log pi v al mismo tiempo

asegurar decodificabilidad, es posible lograr una longitud promedio de palabra de aproximadamente H(X).
Los cédigos de Huffman son univocamente decodificables e instantaneos con longitud promedio de palabra
de cédigo minima. FEn ese sentido son 6ptimos. La éptimalidad se entiende sobre todos los cddigos que
satisfacen la condicién de prefijo (y en consecuencia son univocamente decodificables e instantineos).

Algoritmo de codificacién de Huffman
1. Clasificar las salidas de la fuente en orden decreciente de acuerdo a sus probabilidades.

2. Mezclar las dos salidas menos probables en una unica salida cuya probabilidad es la
suma de las probabilidades correspondientes.

3. Siel numero de salidas remanentes es 2, entonces ir al préximo paso; de lo contrario

ir al paso 1.
4. Asignar arbitrariamente 0 y 1 como palabras de cédigo a las dos salidas remanentes.

5. Si una salida es el resultado de mezclar las dos salidas en un paso precedente,
completar la palabra actual con un 0 o un 1 para obtener la palabra de cédigo para las
salidas precedentes y repetir el paso 5. Si no existe salida precedida por otra salida en
el paso precedente, parar.

La figura 4.5 muestra un diagrama de flujo de este algoritmo.

Ejemplo: Diseiar un cédigo de Huffman para la fuente dada en el ejemplo anterior. El diagrama en arbol de
la figura 4.6 resume los pasos de diseno para la construccién del cédigo y las palabras del cédigo resultante.

110 3

1110

&=

1
i &

Figura 4.6: Diagrama en arbol de la codificacién Huffman.

Puede mostrarse que la longitud promedio de un cédigo de Huffman, definida por

R=3 pa)i()

rzeX

donde {(#) es la longitud de la palabra de cédigo correspondiente a la salida de la fuente z, satisface la

desigualdad
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H(X)<R< H(X)+1

Entonces, si en lugar de letras aisladas, el codigo de Huffman fué disenado para secuencias de letras fuente
de longitud n (n-ésima extensién de la fuente, ver Apéndice) se verifica que

H(X")<R,<H(X")+1

donde R, es la longitud promedio de palabra para una secuencia de fuente extendida y, en consecuencia,
Fo 1R

= ~R,. En el caso en que la fuente con la que se esta trabajando es sin memoria, se tiene que H(X") =
nH(X), de forma que sustituyendo se tiene que

— 1
HX)<R<HX)+-—
n
En consecuencia, para n suficientemente grande R puede hacerse tan préxima a H(X) como deseado. Es
obvio también que un comportamiento similar es esperable en el caso de fuentes discretas con memoria
aproximando ahora a la taza de entropia.

Ejemplo: Una fds con salidas equiprobables y alfabeto A = {ay, as, as} tiene el cédigo de Huffman disenado
en la figura 4.7.

0 3 0
10 3 2 2
] 1
1
11 3

Figura 4.7: Codificacién de Huffman.

La entropia de la fuente es H(X) = log3 = 1.585y R = g = 1.667. Si se usa secuencias de dos letras, se
tendra una fuente

A? = {(al’ al)’ (al’ a2)’ (al’ a3)’ T (a3’ a2)’ (a3’ a3)}

con probabilidades {1, 1 L L 'L 1 LA "n cédigo Huffman para esta fuente se muestra en el diagrama

9°91995 9995959
de la figura 4.8.

En nuestro tratamiento, solo se consideraron codigos de Huffman binarios. El algoritmo para disenar
cédigos de Huffman binarios puede generalizarse facilmente a un algoritmo para el diseno de cédigos de
Huffman multinivel.

4.3.2 Algoritmo de codificacién de fuente de Lempel-Ziv

Como se discutid, los cédigos de Huffman son éptimos en el sentido que para una fuente determinada
proveen un codigo de prefijo con una longitud de bloque promedio minima. Independientemente de esto,
existen problemas importantes en la implementacién de un codificador de Huffman. Uno de esos problemas
es que el cédigo de Huffman depende fuertemente de la distribucién de probabilidades de la fuente. La
estadistica de la fuente debe ser conocida a priori para disenar el codificador. Si podemos observar solo las
salidas de la fuente, entonces sera necesario un proceso de codificacién en dos pasos. En el primer paso,
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o=

N —

O

o

o|—-

-

0000
9
1 70001
)

Figura 4.8: Diagrama en arbol de la codificaciéon de Huffman.

estimamos la estadistica de la fuente (la cual puede ser lenta en casos donde la fuente tiene memoria o se
trata de aplicar el codificador a una extensién de la fuente). En el segundo paso se realiza la codificacién.
Otro problema con la codificacion de Huffman es que si el codigo se disena para bloques fuente de longitud 1,
el cddigo utilizara variaciones en la frecuencia de las salidas de la fuente y no la memoria de la fuente. Si se
desea utilizar también la memoria de la fuente, es necesario disenar la longitud de los bloques mayor o igual
a 2 y esto hace crecer exponencialmente la complejidad del algoritmo. Por ejemplo, codificando caracteres
ASCII con longitud de bloque 1 requiere un arbol con 256 nodos terminales, pero si la longitud del bloque
es 2, el tamano del arbol y en consecuencia la complejidad de la codificaciéon sera mucho mayor. En ciertas
aplicaciones; como en el almacenamiento magnético o los medios épticos donde se desea altas velocidades
de transferencia de informacién, la complejidad y velocidad de la codificaciéon de Huffman es un cuello de
botella.

El algoritmo de Lempel-Ziv pertenece a la clase de algoritmos universales de codificacion de fuente, o sea
algoritmos que son independientes de la estadistica de la fuente. Este algoritmo es un esquema de codificacién
de una longitud variable a una longitud fija. Esto significa que cualquier secuencia de salida de la fuente
se divide univocamente en partes de longitud variable, y esas partes se codifican usando palabras de cddigo
de igual longitud. La division se realiza identificando partes de la menor longitud posible que no existan
anteriormente en la secuencia. Para este propdsito, el divisor observa la salida de la fuente y siempre que la
nueva secuencia de salida de la fuente coincide con alguna de las partes existentes no se agrega una parte
nueva y se incluye una nueva letra a la secuencia. En cuanto la nueva salida de la fuente es diferente de
las partes disponibles, esta se reconoce como una nueva parte y se codifica. El esquema de codificacién
es simple. La nueva parte es la concatenacién de una parte previa y la nueva salida de la fuente. Para
codificarla, se concatenan la expansion binaria del orden lexicogrdfico de la parte previa y el bit nuevo. Por
ejemplo, supongamos que se desea codificar la siguiente secuencia:

0100001100001010000010100000110000010100001001001

Dividiendo la secuencia mediante las reglas anteriores se obtienen las siguientes partes

0,1,00,001,10,000,101,0000, 01, 010, 00001, 100, 0001, 0100, 0010, 01001

Es posible verificar que todas las partes son diferentes y que cada parte es una parte previa concatenada con
la nueva salida de la fuente. El niimero de partes es 16. Esto significa que para cada parte seran necesarios 4
bits, mas un bit extra para representar la nueva salida de la fuente. La secuencia anterior se puede codificar
como

0000 0, 0000 1,0001 0,00111,00100,00110,0101 1,01100,
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00011,10011,10001,01010,01101,10100,01000,11101

La tabla siguiente resume los resultados del procedimiento completo.

Ubicacién Contenido

en el del  Cédigo
diccionario  diccionario

1 0001 0 00000
2 0010 1 00001
3 0011 00 0001 0
4 0100 001 0011 1
5 0101 10 0010 0
6 0110 000 0011 0
7 0111 101 0101 1
8 1000 0000 0110 0
9 1001 01 00011
10 1010 010 1001 0
11 1011 00001 1000 1
12 1100 100 0101 O
13 1101 0001 0110 1
14 1110 0010 1010 0O
15 1111 0010 0100 O
16 1110 1

Esta representacion dificilmente parece interpretarse como un esquema de compresion de datos debido a que
una secuencia de longitud 49 se ha mapeado en una secuencia de longitud 80. Pero a medida que la longitud
de la secuencia original se incrementa el propdsito de compresion de este algoritmo se vuelve evidente. Puede
demostrarse que para una fuente estacionaria y ergddica y cuando la longitud de la secuencia aumenta, el
nimero de bits en la secuencia comprimida se aproxima a nH (X), donde H(X) es la taza de entropia de la
fuente. La descompresion de la secuencia codificada es directa y puede realizarse muy facilmente.

Un problema con el algoritmo de Lempel-Ziv es elegir el nimero de partes. En el ejemplo se tienen 16 partes
y en consecuencia se requieren 4 bits para representar cada parte. En general, cualquier nimero fijo de
partes resultara tarde o temprano pequeno y causara el subdimencionamiento del diccionario. Por ejemplo,
si fuese necesario continuar la codificacion anterior para letras adicionales, no seria posible incluir nuevas
partes en el diccionario porque se asignaron 4 bits para la representacion de los elementos de ese diccionario
v va se tiene el diccionario completo. Para resolver este problema, tanto el codificador como el decodificador
deben purgar de sus diccionarios aquellos elementos que no son ya tutiles y se los debe substituir por nuevos.
El algoritmo Lempel-Ziv se utiliza ampliamente en la practica para comprimir archivos de computadora.
Algunas implementaciones de estos algoritmos son los utilitarios ”compress” y 7 uncompress” del sistema
operativo UNIX y numerosos algoritmos bajo el sistema operativo MS-DOS (ZIP, ZOO, LZH, ARJ, etc.).

4.4 Teoria de Velocidad - Distorsion

En secciones anteriores se vid que es posible codificar la salida de una fuente de informacién sin memoria
a una velocidad arbitrariamente préxima a su entropia y atin asi mantener la confiabilidad en la salida.
La reconstruccién confiable de la fuente significa que la probabilidad de error puede hacerse proxima a
cero cuando la longitud del bloque tiene a infinito. En muchos casos, sin embago, transmitir a velocidades
préximas a la entropia no es posible. Por ejemplo, si se tiene una capacidad de almacenamineto limitado y la
entropia de la fuente de informacién es mayor que la capacidad de almacenamiento, es imposible recuperar
la salida de la fuente de los datos almacenados libre de errores. En casos como este, alguna técnica de
compresién con pérdidas debera utilizarse y se introducira alguna distorsion.

Un ejemplo de este ultimo caso es la codificaciéon de la salida de una fuente analégica. Las muestras de
una fuente analdgica son niimeros reales, y para representarlo se requiere un numero infinito de bits. En
consecuencia, en un sistema digital practico no existe forma de transmitir o almacenar datos analégicos sin
pérdida de informacién. Para codificar muestras analdgicas, las muestras deben cuantizarse, y los valores
cuantizados se codifican luego utilizando alguno de los algoritmos de codificaciéon de fuente.
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Se discutiran a continuacién metodologias de compresion de datos sujetas a un critério de fidelidad. Se
introduciran primero algunas cantidades necesarias para el andlisis de este caso y se definira luego la funcién
velocidad-distorsion.

4.4.1 Informacién Mutua

La entropia de una variable aleatéria discreta X conocida la variable aleatéria Y se notard por H(X|Y).
Entonces, si la entropia inicial de la variable aleatéria X es H(X), luego H(X)— H(X|Y) es la incertidumbre
remanente sobre X después que se ha removido la variable Y. En otras palabras, H(X) — H(X[Y) es la
cantidad de informacién provista por la variable Y en relacién a X. Esta cantidad juega un papel importante
tanto en la codificacién de fuente como en la codificacién de canal, que se discutira en el capitulo 8, y se
denomina tnformacién mutua entre dos variables aleatérias.

Definicién: La informacion mutua entre dos variables aleatérias discretas X e ¥V, I(X;Y) se define por

I(X;Y)= H(X) - HX|Y)

Ejemplo: Sean X e Y dos variables aleatérias binarias con p(X = 0,Y =0) = % pX=1Y=0)=
p(X=0,Y=1)= % Hallar I(X;Y) en este caso.

De las probabilidades condicionales p(X = 0) = p(Y = 0) = % y en consecuencia H(X) = H(Y) =
Hb(%) = 0.919. Por otro lado, el par (X,Y") puede considerarse un vector aleatério uniformemente distribuido
con tres valores (0,0), (1,0) y (0,1). Entonces, H(X,Y) = log3 = 1.585. Asf se tiene que H(X|Y) =
H(X,Y)— H(Y) = 1.585 — 0.919 = 0.666 y finalmente I(X;Y) = H(X)— H(X[Y) = 0.919 — 0.666 = 0.253.

Ly
3

La informaciéon mutua tiene ciertas propiedades importantes a tener en cuenta que se resumiran a con-
tinuacién:

1. I(X Y) > 0 con la igualdad si y solo si X e ¥ son independientes.
V') < min(H(X), H(Y)).
V)= X, 0o w)los 505

I(X
3. I(X
I(X;Y) = H(X) + HY) - H(X,Y).
(
(

I(X; Y|Z) es la informacién mutua condicional, definida por I(X;Y'|7) = H(X|Z) — H(X|Y, 7).
I(X:Y|2) = S p() (X, V]2 = ).

I(XY;Z2)=1(X;2)+ I(Y; Z|X). Esta es la regla de la cadena para la informacién mutua.

En general, I(Xy, -, Xp; V) = I(X; V) + I(Xo; VX)) + -+ I(Xp; VX1, -+, Xnoq).

e N A

La figura 4.9 representa la relacion entre entropia, entropia condicional e informaciéon mutua.

4.4.2 Entropia diferencial

Hasta aqui se definié entropia e informacién mutua para fuentes discretas. Si se trabaja con una fuente
discreta en tiempo de alfabeto continuo cuyas salidas son nimeros reales, no existe una magnitud que tenga
el significado intuitivo de la entropia. En el caso continuo se utiliza en general otra cantidad que se asemeja
a la entropia y que se denomina entropia diferencial. En realidad, para reconstruir la salida de una fuente
continua en forma confiable, se requerira un nimero infinito de bits por salida de la fuente dado que cualquier
salida de la fuente es un nimero real y la expansién binaria de un nimero real requiere infinita cantidad de
bits.

Definicién: La entropia diferencial de una variable aleatéria continua X con pdf fx () se notard por h(X)
v estd definida por
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Figura 4.9: Entropia, entropia condicional e informacién mutua.

b0 == [ fx(w)os px(e)ds

hX) = —/0 fx(z)log %dx =loga

Utilizando la definicion,
Puede concluirse que para a < 1 se tiene que h(X) < 0, en contraste con la no negatividad de la entropia

Ejemplo Determinar la entropia diferencial de una variable aleatéria X uniformemente distribuida en [0, a].
discreta. También, para a = 1, h(X) = 0 sin ser X deterministica. Esto también estd en contraste con las

propiedades de la entropia discreta.
(o] a:2
In (e_zcr_2) flx)dx

a:2
La pdfes f(x) = #Fe_za_? En consecuencia, usando logaritmo natural, la entropia diferencial sera
)f(a:)da: —/
— 00

1

Ejemplo: Determinar la entropia diferencial de una variable aleatéria Gaussiana con media cero y varianza

In | ——
(\/ 2702
2 1

ln(271'02)

2

ol
MX) = - /
— o
ln( 271'0'2) + W = 5
donde se utilizé que ffooo fleyde =1y ffooo 2? f(z)dz = ¢?. Cambiando el logaritmo a base 2 se tiene que

hMX)= 5 log(2mec?)

La extensién de la definicion de entropia diferencial a variables aleatérias conjuntas y entropia diferencial

condicional es directa. Para dos variables aleatérias se tiene que
nex vy == [ [ s s s dy
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R(X|Y) = h(X,Y) — h(Y)

La informacién mutua entre dos variables aleatdérias continuas conjuntas X e Y se define en forma similar
al caso discreto como

I(X;Y) = h(Y) — h(Y|X) = h(X) — h(X|V)

A pesar que la entropia diferencial no tiene la interpretacién intuitiva de la entropia discreta, puede de
mostrarse que la informacién mutua de variables aleatérias continuas tiene basicamente la misma inter-
pretacion que la informacién mutua de variables aleatétias discretas, o sea, es la informacién provista por
una variable aleatéria sobre otra variable aleatdria.

4.4.3 Funcidén velocidad - distorsién

Volviendo al problema original de representar una fuente continua con un nimero finito de bits/simbolo, la
pregunta es: si la salida de la fuente va a ser comprimida y representada por cierto niimero de bits/simbolo,
cuan préximas pueden ser las versiones comprimida y original? Esta pregunta no es aplicable solo a fuentes
continuas. Un problema similar puede formularse para fuentes discretas. Suponiendo una fuente discreta con
entropia H(X). Esto significa que es posible transmitir la salida de esta fuente usando H(X) bits/simbolo
de salida de la fuente con probabilidad de error arbitrariamente baja. Supongamos ademas que usar H(X)
bits/simbolo es muy alto y no es tolerable (por ejemplo, en almacenamiento en discos magnéticos, el espacio
de disco requerido seria muy grande). Entonces el nimero de bits/simbolo disponibles es menor que H(X),
por lo que la recuperacién libre de errores no es posible y algunos errores seran inevitables. La pregunta es:
para un nimero dado de bits/simbolo, cudl es la minima taza de error alcanzable y como puede lograrse este
minimo? La pregunta también puede establecerse en la direccidén opuesta, o sea, cual es el nimero minimo
de bits/simbolo requerido para reproducir la fuente con cierto nivel de distorsién?

Para presentar formalmente la discusién anterior es necesario definir la nocién de distorsiéon. Distorsion en
la reproduccion de una fuente es una medida de la fidelidad o proximidad de la reproduccién en relacién a
la salida original de la fuente. En la reproduccién de alta fidelidad, la senal reproducida estd muy préoxima
a la senal original y la distorsién es baja, mientras que en la reproduccién de baja fidelidad existe mayor
”distancia” entre la senal original y la reproduccién, y en consecuencia una mayor distorsiéon. Una medida de
distorsion mide cuan lejos estan la senal original y su reproduccién. Es posible imaginar diferentes medidas de

distorsién entre una senal z(t) y su reproduccién Z(t), por ejemplo, max; |x(¢)—2(¢)|, limr— % f—TT/iz | (t)—
T2

2()|dt y limp_ o % f_T/Z(x(t) — &(t))?dt son tres medidas de distorsién.

Una buena medida de distorsién debe satisfacer dos propiedades. Primero, debe ser una buena aproxima-
cién al proceso de percepcion, y segundo, debe ser lo suficientemente simple como para ser matematicamente
tratable. La primera propiedad simplemente dice que, por ejemplo, si se estd trabajando con transmisién de
voz y en la percepcién de la voz la fase de la senal no es un factor crucial, la medida de distorsiéon no debe ser
dependiente de la reproduccién exacta de la fase. Por otro lado, si se trabaja con percepcion de imagen, la
fase juega un rol importante y en consecuencia esto debe reflejarse en la eleccién de la medida de distorsion.
Hallar una medida de distorsién que satisfaga ambas propiedades no es usualmente una tarea simple.

En general, una medida de distorsién es la distancia entre # y su reproduccién &, notada por d(z, ). En
el caso discreto una medida de distorsién utilizada comunmente es la distorsion de Hamming, definida por

Se supone también que trabajamos con una medida de distorsién por simbolo, lo que significa que la distorsién
entre secuencias es el promedio de la distorsién entre sus componentes, o sea
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n

. 1 .
d(z,2") = ~ Z d(xz;, ;)
=1
Esta suposiciéon significa que la posicion del “error”en la reproduccién no es importante y que la distorsién

es independiente del contexto.
Como la salida de la fuente es un proceso estocdstico, d(x, ") es una variable aleatéria. Definimos la

distorsion de la fuente como el valor esperado de esta variable aleatéria,

D=E[dX,X")] == %Zn: E[d(X;, X)] = E[d(X, X)]

donde en el dltimo paso se utilizd la suposicién de estacionaridad de la fuente (independencia de las dis-
tribuciones del indice 7).

Con todas esas definiciones la pregunta original puede reescribirse como sigue: dada una fuente de
informacién sin memoria con alfabeto X' y distribucién de probabilidades p(z), un alfabeto de reproduccién
X y una medida de distorsién d(z, %), cual es el nimero minimo de bits/salida de la fuente R requerido para
garantizar que la distorsiéon promedio entre la secuencia de salida y la correspondiente reproduccién no exceda
cierto D especificado? Es obvio que R es una funcién decreciente de D, o sea, si es necesaria alta fidelidad
de reproduccién (bajo D) es necesario que R sea alto. La relacién entre Ry D se expresa por la funcidn
velocidad - distorsion. El teorema siguiente introduce la forma general de la funcién velocidad-distorsién
(sin demostracién).

Teorema El nimero minimo de bits/simbolo de la fuente requerido para reproducir una fuente sin memoria
con distorsién menor o igual a D se denomina la funcidn velocidad-distorsion, R(D), que estd definida por

R(D) = min I(X;X)
p(&le):B{d(X,X)}<D

nR bits
———
0110... 11 texn
CODIF. o DECODIF. e

Figura 4.10: Representacién esquematica del teorema de velocidad - distorsion.

La figura 4.10 es una representacién esquematica de este teorema. El espacio de salidas de la fuente de
longitud n, X7, se divide en 2" regiones. Si la salida de la fuente " cae en la regién ¢, se transmite por el
decodificador la representacién binaria de i. Dado que 1 < < 27 la representacién binaria es de longitud
nR, v la codificacién se realiza a una velocidad de R bits/salida de la fuente. El decodificador, después de
recibir la representacién binaria de i, genera una secuencia predeterminada " tal que su distancia promedio
(distorsién) de la secuencia @ en la regién i es minima. Esta es la mejor representacién de las secuencias
asociadas a la regién 7. Para grandes valores de R se tendrd un gran nimero de regiones y en consecuencia
la representacién serd muy precisa (cuantizacién fina), mientras que si R es pequena, el nimero de regiones
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es pequeno y la distorsién es grande (cuantizacién gruesa). Existiran dos casos extremos. El primero sucede
cuando hay una sola regién (R = 0). En este caso el punto de representacién es en cierto sentido (a ser
clarificado més adelante) el centro de masa del espacio completo de la entrada. El segundo caso extremo
es cuando cada regién consiste en una unica salida de la fuente. En este caso, R toma su valor maximo,
v la distorsién es cero. Del teorema de velocidad-distorsién es posible concluir que si la funcién velocidad
- distorsion esta especificada para una fuente y una medida de distorsién, entonces se conoce el numero
minimo de bits/simbolo de la fuente requerido para reconstruir la fuente con esa medida de distorsién.
Especificada la velocidad, es posible determinar la distorsién minima alcanzable si se utiliza una codificacién
a esa velocidad. Debe enfatizarse que, como en el caso del teorema de codificacién de fuente, los resultados
indicados por la funcién velocidad-distorsién son ”limites fundamentales” en el sentido que pueden lograrse
solo asintoticamente y con una complejidad creciente en su implementacién.

Ejemplo: Para una fuente binaria sin memoria con P(X; = 1) = 1 — P(X; = 0) = p, y con distorsién de
Hamming puede mostrarse que la funcién velocidad-distorsién esta dada por

1. Suponiendo p = 0.5, cuantos bits/salida de la fuente serdn necesarios para transmitir esta informacién
con probabilidad de error a lo sumo igual a 0.257

De la definicion de distorsiéon de Hamming, la probabilidad de error y la distorsién promedio coinciden.
En consecuencia P, = D = 0.25 y como p = 0.5 se tiene un caso en que 0 < D < min{p, 1 — p}. Esto
significa que R(0.25) = Hy(0.5) — H(0.25), lo que resulta en R = 0.189.

2. Con p = 0.5 y un canal que puede transmitir 0.75 bits/por cada salida de la fuente, cual es la proba-
bilidad de error minima alcanzable?

Para R = 0.75 es necesario resolver la ecuacién Hy(p) — Hy(D) = 0.75, donde Hy(p) = Hy(0.5) =1y
en consecuencia Hy(D) = 0.25, lo cual determina P, = D = 0.042.

Hy(p)

Hy(p) = Hy(D)

min{p, 1 -p)

Figura 4.11: Funcién velocidad - distorsion para una fuente binaria con distorsién de Hamming.

Un grafico de la funcién velocidad-distorsién para una fuente binaria se muestra en la figura 4.11. Para
distorsién cero (probabilidad de error nula), se tiene que R(D) = Hy(p), lo cual concuerda con el teorema de
codificacién de fuente. Suponiendo p < 0.5, para D = p se tiene que R(D) = 0, o sea, podemos reproducir la
fuente con una distorsién p sin transmisién, haciendo que el vector de reproduccién sea cero. Esto significa
que D=p, =P[X # X]=P[X £0] = P[X =1] =p.

Puede mostrarse también que para una fuente Gaussiana de media cero y varianza o? y con una medida
de distorsién cuadrética, la funcién velocidad-distorsién estara dada por



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 115
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Figura 4.12: Funcién velocidad - distorsiéon para una fuente Gaussiana con distorsién media cuadratica.

Un grafico de la funcién velocidad-distorsién se muestra en la figura 4.12. Una pregunta interesante ahora
es la siguiente: en que factor decrece la distorsiéon si la velocidad de codificaciéon de la fuente se incrementa
en 1 bit? La respuesta, por supuesto, dependerd de la funcién velocidad-distorsién de la fuente (la cual a
su vez dependerd de la estadistica de la fuente y de la medida de distorsién). Considerando el caso de una
fds Gaussiana de media cero con medida de distorsién cuadratica, y como 0 < D < ¢? y R(D) = %log %2
es posible obtener la funcién distorsién-velocidad como D(R) = 0?2722, Obviamente, incrementar R en 1,
disminuird D por un factor de 4, o equivalentemente en 6 dB. Esto significa que cada bit de transmisién por
salida de la fuente reduce la distorsién en 6 dB.

Ejemplo: En la representacién de una fuente Gaussiana de media cero y varianza unitaria, cual es la minima
distorsién alcanzable si se emplean 8 bits/salida de la fuente? En que factor se disminuye la distorsion si se
utilizan 16 bits/salida de la fuente?

Utilizando la relacién D(R) = 022728 con R =8 y o = 1, se tiene que D = 2% =~ 1.52 x 107°. Si se
utilizan, en lugar de 8, 16 bits, la distorsién se reduce en 48 dB o por un factor de 48,

4.5 Cuantizacion

En la seccion previa se presentd el problema de representaciéon de fuentes analdgicas, que requiere teorica-
mente un numero infinito de bits/salida de la fuente. En consecuencia, siempre existird alguna distorsién
en la transmisién de fuentes analdgicas, y el objetivo es minimizar dicha distorsion. Se introdujo también la
funcion velocidad-distorsién, que define un limite fundamental en el compromiso entre velocidad de codifica-
cién y distorsion. En esta seccion se investigaran esquemas practicos para representar la salida de una fuente
analdgica a bajas velocidades y, al mismo tiempo, sin introducir distorsion excesiva. Como ya se vio, el limite
fundamental prometido por la funcién velocidad - distorsién puede aproximarse solo asintéticamente, o sea,
mediante la utilizacion de codificadores y decodificadores muy complejos. El codificador observa salidas de
la fuente de longitud n, ® € A" y las mapea a secuencias de representacion de longitud n, & € X", siendo
27f el nimero de estas secuencias y en consecuencia R bits/salida de la fuente serdn necesarios para su
transmisién. Cuanto mas grande sea el valor de n, mas préximo al limite de velocidad-distorsién operara el
sistema. Esto significa que un esquema efectivo de cuantizacion deberia trabajar con bloques de salida de la
fuente antes que con salidas individuales. Los cuantizadores que operan sobre bloques de salida de la fuente
se denominan cuantizadores vectoriales, en oposicion a los cuantizadores escalares, que cuantizan cada salida
separadamente.

Ademas de clasificar a los cuantizadores como escalares o vectoriales, es posible clasificarlos ( y en general
a los codificadores de fuente) sobre la base del método general para comprimir los datos como codificadores
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de forma de onda o codificadores de andlisis - sintesis. Los codificadores de forma de onda comprimen la
senal analdgica en base a varios métodos. En estos casos el mecanismo por el cual se genera la senal no es
importante, sino que sus caracteristicas son més relevantes (tales como ancho de banda, densidad espectral
de potencia, propiedades estadisticas, etc.). Como el mecanismo mediante el cual se genera la forma de onda
no es importante, los resultados son muy robustos y pueden aplicarse a todas las fuentes independientemente
de su naturaleza. En los codificadores de analisis-sintesis no se comprime y transmite la senal directamente.
En su lugar, se adopta un modelo para la produccién de la senal y se comprimen y transmiten los parametros
del modelo. Por ejemplo, en la codificacién de voz el mecanismo mediante el cual se produce la voz puede
modelarse como un filtro variante en el tiempo excitado por ruido blanco o una secuencia de impulsos. En
este tipo de codificadores, se cuantizan los parametros del filtro y sus entradas (en forma escalar o vectorial)
y luego se transmiten. En el receptor, se genera un filtro que simula el comportamiento del tracto vocal y se
lo excita con la entrada apropiada de forma que resulte una replica de la senal requerida. Esta aproximacién
esta basada en un modelo y no tiene la generalidad de la codificacién de forma de onda. Por otro lado, los
esquemas de cuantizacién basados en modelos alcanzan relaciones de compresion mejores que en el caso de
los de forma de onda.

4.5.1 Cuantizacidén escalar

En la cuantizacion escalar cada salida individual de la fuente se cuantiza en cierto nimero de niveles que
después son codificados a una secuencia binaria. Cada salida de la fuente es un nimero real en general, pero
aun asi la transmision de nimeros reales requiere un numero infinito de bits. En consecuencia, es necesario
mapear el conjunto de los nimeros reales en un conjunto finito y al mismo tiempo minimizar la distorsion
introducida. En la cuantizacién escalar el conjunto de los nimeros reales R se particiona en N subconjuntos
disjuntos Rg, 1 <k < N. A cada subconjunto R corresponde un punto de representacién 2. Si la salida
de la fuente en el instante ¢, #; pertenece a Ry, entonces se representa por &, que es la versién cuantizada de
z;. Ty luego se representa mediante una secuencia binaria y se transmite. Dado que existen N posibilidades
para los niveles cuantizados, log N bits son suficientes para codificar esos niveles en secuencias binarias (N
se elige generalmente como una potencia de 2). En consecuencia, el nimero de bits requeridos para trasmitir
cada salida de la fuente es R = log N bits. El precio pagado por disminuir de infinitos niveles a log N es,
por supuesto, la distorsién introducida.

Xg | —

X7 fp-mmm e

P

Xs

a) an as

a; as ag a- X

kA

————— 41 X

L 5

Figura 4.13: Ejemplo de un esquema de cuantizacién de 8 niveles.

La figura 4.13 muestra un ejemplo de un esquema de cuantizacién de 8 niveles. En este esquema las
8 regiones estdn definidas como Ry = (—o0,a1], Ra = (—a1,az], -+, Rg = (—ar,+o0]. El punto de
representacién (o valor cuantizado) en cada regién es &;, como se muestra en la figura. La funcién de
cuantizacion () esta definida por
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Q(l‘):i‘Z Ve R;

Esta funcién también se muestra en la figura 4.13, de donde puede concluirse que la funcién cuantizaciéon
es no lineal y no invertible. Esto se debe a que todos los puntos en R; se mapean en un solo punto ;. Dado
que la funcién cuantizacién no es inversible, se pierde alguna informacién en el proceso de cuantizacién y
esta pérdida de informacién no es recuperable.

Si se utiliza una medida de distorsién cuadratica, se tiene que

d(z, ) = (z — Q(x))* = &

donde # =z — & = 2 — @Q(x). Dado que X es una variable aleatéria, lo mismo serdn X y X, en consecuencia

D = E[d(X, X)] = E[X — Q(X)]?

Ejemplo: Se tiene una fuente Gaussiana estacionaria de media cero y densidad espectral de potencia

5 { 2, |f] <100 Hz

0, vVf

La fuente se muestrea a la velocidad de Nyquist y cada muestra se cuantiza utilizando el cuantizador de 8
niveles de la figura 4.13 con a3 = —60, as = —40, ag = —20, a4 = 0, a5 = 20, ag = 40, ay = 60 y £, = =70,
Zy = =50, 23 = =30, 24 = —10, 5 = 10, 26 = 30, 7 = 50, xg = 70. Cuales son la distorsion y velocidad
resultantes?

La frecuencia de muestreo es f; = 200 Hz. Cada muestra es una variable aleatéria Gaussiana de media
cero y varianza

[e%) 100
ol = E(Xf) = Rx(7)|r=0 :/ Sx (f)df :/ 2df = 400

—100

Dado que cada muestra se cuantiza a 8 niveles, entonces se requeriran log8 = 3 bits por muestra, de forma
que la velocidad es

R =3f; = 600 bits/seg

Para hallar la distorsion es necesario evaluar E(X - X)Z para cada muestra. Es posible mostrar que siempre
que el proceso sea estacionario E(X — X)? = PX(f)’ o sea, la potencia del proceso X (1), o equivalentemente,
el promedio temporal de distorsién introducido por cuantizacién. Pero

oQ

D=BX - XP = [ (0- Q) hx(a)de

— 00

donde fx(z) es la funcién densidad de probabilidad de la variable aleatéria X. De aqui se tiene que

D= Z_; /Rl(x — Q) fx (2)dz

0 equivalentemente

D= /_Oo(x i) fx(2)d + Z:; /(m &)’ fx (2)de + /Oo(x —ie)’ fx()da
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donde fx(x) = me—ﬂ/soo. Sustituyendo {a;}/_, y {#;}5_, en esta integral y evaluando el resultado
con una tabla de la funcién Q, se obtiene que D =2 33.38.

Notar que si hubieramos utilizado 0 bits/salida de la fuente, entonces la mejor estratégia deberia ser
hacer la sefial reconstruida igual a cero. En este caso la distorsién seria D = E(X — 0)? = ¢? = 400.
Este esquema de cuantizacién y la transmisién de 3 bits/salida de la fuente conduce a una reduccién de la
distorsion a 33.38. Es también interesante comparar el resultado anterior con el predicho por la cota de
velocidad-distorsién. Sustituyendo R = 3y 0 =20 en R = %log %2 se obtiene D = 6.25. Obviamente, el
esquema de cuantizacion simple mostrado en la figura 4.13 esta lejos del éptimo. Las razones para este pobre
desemperno son tres. Primero y principal, la cota de velocidad-distorsién es asintotica y se cumple para el
mapeo 6ptimo en blogques de salidas de la fuente cuando la longitud del bloque tiende a infinito, mientras
que en el ejemplo, se emplea un cuantizador escalar operando sobre las salidas individuales de la fuente. La
segunda razén es que, atin con el cuantizador escalar con 8 niveles no se ha realizado ningin intento para
disefiar en forma éptima el cuantizador, eligiendo los {a;} y &; apropiadamente. La tercera razdn es que
después de la cuantizacién las 8 salidas {#}%_; no son equiprobables y pueden atin ser comprimidas. En este
ejemplo,

—CL‘2/800 2 S i S 7

N & 1

;) = —e
pl) /_ /27400
—z?/800

p(i1) = plis) = / h ﬁ

lo que resulta en p(z1) = p(&s) = 0.0014, p(z2) = p(&7) = 0.0214, p(23) = p(@s) = 0.1359 y p(&4) = p(&5) =
0.3414. Utilizando el teorema de codificacién de fuente es posible concluir que la salida del cuantizador puede
comprimirse hasta H(X) = 2.105 bits/salida de la fuente. Esto significa que tiene mas sentido comparar
33.38 con el valor obtenido de la funcién distorsién con R = 2.105, lo que resulta en D = 21.61 (diferente de

6.25).

En el ejemplo anterior, se eligié como medida de desempeiio E[X —Q(X)]?, lo que se denomina distorsién
media cuadrdtica o ruido de cuantizacion. Una medida de desempeno mds significativa es una versién
normalizada del ruido de cuantizacién con respecto a la potencia de la senal original.

Definicién: Si la variable aleatéria X se cuantiza a Q(X), la relacidn senal ¢ ruido de cuantizacion (SQNR)
se define por

BT
SONR= g QO

Cuando se trabaja con senales, la potencia del ruido de cuantizacion es

Py = Jim o [ BLY() - QUX() P

v la potencia de senal es

T
1 [=
Px = lim —/ E[X (t)])*dt
— 00 _T
de donde la SQNR es
P
SQNR = -X
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Puede mostrarse que si X (¢) es estacionario entonces esta ecuacién es igual a la definicién, donde X es una
variable aleatéria representando X (t) en cualquier punto.

Cuantizacién Uniforme

Los cuantizadores uniformes son los ejemplos mas simples de cuantizadores escalares. En un cuantizador
uniforme la linea real entera se particiona en N regiones. Todas las regiones excepto Rq1 y Ry tienen igual
longitud, A. Esto significa que para todo i, 1 < i < N — 1 se tiene que a;4+1 — a; = A. La figura 4.13 es un
ejemplo de un cuantizador uniforme de 8 niveles. En un cuantizador uniforme la distorsion esta dada por

oQ

D= /_Oo(x ) fx (2)da + NZZ /aaﬁm (¢ — dig1)2fx (2)da + / (@ — én)2fx (2)da

= Jat+i-1)a a1+(N=2)A

De aqui puede observarse que D es una funcién con N = 2 parametros de disefio, o sea, ai, Ay {#; };L,. Para
disenar el cuantizador uniforme éptimo, es necesario diferenciar D con respecto a las variables anteriores y
hallar los valores que minimizan D.

Algunas suposiciones adicionales permiten simplificar la expresién anterior. Si se supone que fx(z) es
una funcién par de # (funcién densidad de probabilidad simétrica), entonces el mejor cuantizador también

tendra propiedades de simetria. Esto significa que para N par, se tendrd a; = —ay_; = —(% — i)A para
todo 1 < i < % (de donde ay = 0),y & = —&n41-; para 1 <i < % En ese caso se tendra
(=5+DA (- F+i+1)A
D:2/ (l‘—l‘l) fx(2)de+2 Z / x—i‘i“)zfx(x)dx
—0o0 +2)A
;E{x
X7 fommmmmmmm oo e
X4=0 R
X f----—==--= !
i
Xs - i |
| |
a az a3 H h >
E E X4 a4 as as x
1 ) N
| ' --q x3
|
|
! N
R R — 1 X2
—————————————————— xq

Figura 4.14: Cuantizador uniforme de siete niveles.

Cuando N es impar, se tendré la situacion mostrada en la figura 4.14. En este caso a; = —ay_; = (—%—I—i)A

para todo 1 <7 < N Ly#; = —ny1_sparal <i< %, de donde v+ = 0. La distorsién estara dada
2

por

+z+1)A 4

(x — i‘i+1)2fx(x)dx + / R xzfx(x)dx

-Zina
D:2/ (x—xl)fx da:—l—?Z/
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La minimizacién de la distorsién en esos casos, a pesar que mucho mas simple si comparado con el caso
general, es aun una tarea tediosa y se realiza principalmente mediante técnicas numéricas. La tabla 4.1
muestra los niveles de espacimiento para cuantizacidén 6ptima para variables aleatérias Gaussianas de media
cero y varianza unitaria cuando los & se eligen en los puntos medios de las regiones de cuantizacion.

Cuantizacién No Uniforme

Si se relaja la condicién de que las regiones de cuantizacién (excepto la primera y la dltima) tengan igual
longitud, es posible minimizar la distorsién con una menor cantidad de restricciones, de donde resulta que el
cuantizador no uniforme se desempena mejor comparado con el cuantizador uniforme con el mismo nimero
de niveles. Suponiendo que se desea disenar el cuantizador 6ptimo con N niveles de cuantizacién sin otras
restricciones sobre las regiones, la distorsion sera:

oQ

(x — i‘i+1)2fx(x)dx + / (x — i‘N)ZfX(x)dx

aN—-1

i1

D- /_Oo(x - @1)2fx(x)dx+§/:

En esta expresién existen un total de 2V — 1 variables sobre las cuales es necesario realizar la minimizacion
de D. Diferenciando respecto a los a; se obtiene

%D = fx(ai)[(ai — 2:)” — (a;i — 241)°] = 0

de donde resulta

1
a; = §(i‘z + i‘i+1) (41)

Este resultado significa que, en un cuantizador éptimo, los limites de las regiones de cuantizacién son los
puntos medios de los valores cuantizados. Dado que la cuantizacion se realiza en base a la distancia minima,
cada valor z se cuantiza al {2})Y, mas préximo. Para determinar los valores cuantizados #; es posible
diferenciar D con respecto a #; y definir ag = —0o y ay = co. De esta forma se obtiene

0

a—ilpz/’ 2z — ;) fx (¢)de = 0

di—1

de donde resulta

S R T S NN
i faa,l_l fX(l‘)dl‘ P(Cli_l <X < ai) ais P(ai—l <X < ai)
= / l efx(rlai—1 < X < a;)dx
= E[X|ai_1 <X < ai] (42)

donde se utilizé la definicién de densidad de probabilidad condicional

fx(z) ) )
Ix(zlai1 < X <a;) = é’(az—1<XSaz) ;lf‘l ST S iy
s X

La ecuacién anterior muestra que en un cuantizador éptimo el valor cuantizado (o punio de repre-
sentacidn) para una regidn debe elegirse en el centroide (valor esperado condicional) de esa regidn. Las
ecuaciones (4.1) y (4.2) determinan las condiciones necesarias para que un cuantizador escalar sea 6ptimo
y se conocen como condiciones de Lloyd-Max. El critério para cuantizacién 6ptima puede resumirse como
sigue:
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Nro. niveles N Paso A

Error medio Cuadratico D Entropia H (%)

0 =1 O Ok W N~

©

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

1.5960
1.2240
0.9957
0.8430
0.7334
0.6508
0.5860
0.5338
0.4908
0.4546
0.4238
0.3972
0.3739
0.3534
0.3352
0.3189
0.3042
0.2909
0.2788
0.2678
0.2576
0.2482
0.2396
0.2315
0.2240
0.2171
0.2105
0.2044
0.1987
0.1932
0.1881
0.1833
0.1787
0.1744
0.1703

1.00000
0.36340
0.19020
0.11880
0.08218
0.06065
0.04686
0.03744
0.03069
0.02568
0.02185
0.01885
0.01645
0.01450
0.01289
0.01154
0.01040
0.009430
0.008594
0.007869
0.007235
0.006678
0.006185
0.005747
0.005355
0.005004
0.004687
0.004401
0.004141
0.003905
0.003688
0.003490
0.003308
0.003141
0.002986
0.002843

0.000
1.000
1.536
1.904
2.183
2.409
2.598
2.761
2.904
3.032
3.148
3.253
3.350
3.440
3.524
3.602
3.676
3.746
3.811
3.874
3.933
3.990
4.045
4.097
4.146
4.194
4.241
4.285
4.328
4.370
4.410
4.449
4.487
4.524
4.560
4.594

Tabla 4.1: Cuantizador uniforme 6ptimo para una fuente Gaussiana
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1. Los limites de las regiones de cuantizacién son los puntos medios de los valores cuantizados correspon-
dientes (regla del vecino mas préximo).

2. Los valores cuantizados son los centroides de las regiones de cuantizacion.

A pesar que esas reglas son muy simples, no resultan en soluciones analiticas para el diseno del cuantizador
optimo. El método usual para disenar el cuantizador éptimo es comenzar con un conjunto de regiones de
cuantizacion y luego hallar los valores cuantizados siguiendo el segundo critério. Luego se disenan nuevas
regiones de cuantizacién para los nuevos valores cuantizados y se alterna entre los dos pasos hasta que la
distorsion no cambia mas halld de un valor predefinido de un paso a otro. En base a este método es posible
disenar el cuantizador no uniforme éptimo para varias estadisticas de fuente.

4.5.2 Cuantizacién vectorial

Figura 4.15: Cuantizador escalar de cuatro niveles.

En la cuantizacién escalar cada salida de la fuente discreta en tiempo (la cual es usualmente el resultado
del muestreo de una fuente continua en tiempo) se cuantiza separadamente y luego se codifica. Por ejemplo,
si se utiliza un cuantizador escalar de 4 niveles y se codifica cada nivel en 2 bits se estard utilizando 2 bits/por
cada salida de la fuente. Este esquema de cuantizacién se muestra en la figura 4.15.

RG]
3
[ L] . .
. . . [}
L] L . . a
. . . ]

Figura 4.16: Cuantizador escalar de 4 niveles aplicado a dos muestras.

Si se considera ahora dos muestras de salida de la fuente a la vez, y se interpreta esas dos muestras
como un punto en el plano, el cuantizador escalar particiona el plano en 16 regiones de cuantizacién como
mostrado en la figura 4.16. Puede observarse que las regiones en el espacio bidimensional tienen todas forma
rectangular. Si se permiten regiones de una forma arbitraria es posible obtener mejores resultados. Esto
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significa que se estd cuantizando 2 salidas de la fuente a la vez utilizando 16 regiones, lo cual es equivalente
a 4 bits/ 2 salidas de la fuente o 2 bits/cada salida de la fuente. En consecuencia, el nimero de bits/salida
de la fuente para cuantizar dos muestras a la vez es igual al nimero de bits/salida de la fuente obtenidos
para el caso escalar. Sise relajan las requerimientos de tener regiones rectangulares, el desempeno mejorara.
Si se toman ahora tres muestras a la vez y se cuantiza el espacio tridimensional en 64 regiones, se tendra
atn menor distorsién con el mismo nimero de bits/salida de la fuente. La idea de la cuantizacién vectorial
es tomar bloques de salidas de la fuente de longitud n y disenar el cuantizador en el espacio n-dimensional
antes que realizar la cuantizacion basandose en muestras individuales en el espacio unidimensional.

x2

X1

Figura 4.17: Cuantizacién vectorial en dos dimensiones.

Suponiendo que las regiones de cuantizacién en el espacio n-dimensional se notan por R;, 1 < ¢ < K.
Esas K regiones particionan el espacio n-dimensional. Cada bloque de salidas de la fuente de longitud n se
nota por ® € N y si & € R; entonces estd cuantizado a Q(x) = #;. La figura 4.17 muestra este esquema
de cuantizacién para n = 2y K = 37. Dado que existe un total de K valores cuantizados, log K bits seran
suficientes para representarlos. Esto significa que serdn necesarias log K bits/n salidas de la fuente o, que la
velocidad de codificacién de la fuente sera

R log K

bits/salida de la fuente

El cuantizador vectorial 6ptimo de dimensién n y el nimero de niveles K son aquellos que resultan de
eligir la region R; y los valores de cuantizacion @; de forma que la distorsién sea minima. Aplicando el mismo
procedimiento que en el caso de cuantizacién escalar, es posible obtener el siguiente critério para disenar un
cuantizador vectorial éptimo:

1. La regién R; es el conjunto de todos los puntos del espacio n-dimensional préximos a @;, o sea para
i F 7,
Ri={z e R": ||z — &l < ||z — 2], V) # i}

2. &; es el centroide de la region R;, donde

ji:m//”ﬁlwfx(w)dm)

Una aproximacién practica al diseno de cuantizadores vectoriales se basa en la misma idea utilizada en el
diseno de cuantizadores escalares éptimos. Comenzando a partir de un conjunto de regiones de cuantizacién
es posible obtener los vectores cuantizados optimos para esas regiones utilizando el segundo critério, luego
reparticionando el espacio utilizando el primer critério y se repiten estos pasos hasta alcanzar una distorsion
despreciable.
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La cuantizacién vectorial tiene gran aplicacion en la codificacién de voz e iméagen y se han propuesto
numerosos algoritmos para reducir su complejidad computacional. Puede probarse que para fuentes ergodicas
v estacionarias, el desepeno del cuantizador vectorial 6ptimo se aproxima al desempeno éptimo dado por la
funcién velocidad-distorsién cuando n es suficientemente grande.

4.6 Codificacién de forma de onda

Los esquemas de codificacion de forma de onda se disenian para reproducir la senal de salida de la fuente en
el destino con la menor distorsién posible. En estas técnicas no se presta atencién al mecanismo que produce
la forma de onda, y toda la atencién se dirije a la reproduccién de la salida de la fuente en el destino con
alta fidelidad. Dado que la estructura de la fuente no juega ningin rol en el diseno de los codificadores de
forma de onda y solo las propiedades de la senal afectan el disenio, los codificadores de forma de onda son
robustos y pueden utilizarse con una variedad de fuentes, siempre que las formas de onda producidas por
esas fuentes tengan ciertas similaridades.

4.6.1 Modulacién de pulsos codificados (PCM)

x(1) {x,) (%) ...0110...

rreenevenmmrdu-d MUESTREADOR ] CUANTIZADOR et CODIFICADOR jresmmm e s ot

Figura 4.18: Diagrama en bloques de un sistema PCM.

La Modulacién de pulsos Codificados (PCM) es la forma mds simple y antigua de codificacién de forma
de onda. Un codificador PCM esta formado por tres partes basicas: un muestreador, un cuantizador y un
codificador. Un bloque funcional de un sistema PCM se muestra en la figura 4.18.

La senal que entra al muestreador es de ancho de banda limitado, W. Usualmente existe un filtro con
ancho de banda W previo al muestreador para evitar que frecuencias superiores a W entren al muestreador.
Este filtro se denominacel filtro de premuestreo. El muestreo se realiza a una velocidad superior a la de Nyquist
para permitir una banda de salvaguarda. Los valores muestreados entran luego a un cuantizador escalar. El
cuantizador es o un cuantizador uniforme, que resulta en un sistema PCM uniforme, o un cuantizador no
uniforme. La eleccién del cuantizador se basa en las caracteristicas de la salida de la fuente. La salida del
cuantizador luego se codifica en una secuencia binaria de longitud v, donde N = 2” es el nimero de niveles
de cuantizacién.

PCM uniforme

En la aplicaciéon de PCM uniforme se supone que el rango de la entrada es [—Zmas, Tmaz] ¥y €l nimero
de niveles de cuantizacién N es una potencia de 2, N = 2. A partir de esto, la longitud de cada regiéon de
cuantizacién es

A _ meax _ $max
- N - gv—1
os valores cuantizados en uniforme se eligen como los puntos medios de las regiones de cuantizacion
L 1 tizad PCM unif | | t dios del d t ,
y en consecuencia el error & = # — Q(#) es una variable aleatéria en el intervalo (— %, %] En las aplicaciones

usuales de PCM, el nimero de niveles N es alto y el rango de variaciones de la senal de entrada (#mqy)
es pequeno. Esto significa que la longitud de cada regién de cuantizacién (A) es pequena y, con esas

suposiciones, en cada regién de cuantizacién el error X = X — Q(X) puede aproximarse adecuadamente
mediante una variable aleatoria uniformemente distribuida en (—%, %] La distorsion introducida por la

cuantizacién (ruido de cuantizacién) sera

- 1 AT g2 z?
E XZ — _~2d~ = _ Zmaz _ max
S /_% ATMT I TN T i
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donde v es el nimero de bits por muestra de la fuente. La relacién senal a ruido de cuantizacién (SQNR)
sera entonces

XZ  3x N2X? 3 x4"X2
SQNR === 5 = 5
X2 Tnaz Tnaz
Si normalizamos X con X, o sea, X = xX entonces

bl
max

SONR=3x N?X2 =3 x 4 X2

Notar que por definicién |)~(| < 1y en consecuencia X2 < 1. Esto significa que 3N? = 3 x 4” es un limite
superior a la SQNR en PCM uniforme. Esto también significa que la SQNR, de PCM uniforme se deteriora
cuando se incrementa el rango dinamico de la entrada debido a que un incremento en ese rango dinamico
resulta en un incremento de X2. Para reducir la sensibilidad en relacién al rango dinamico de la fuente se

utiliza en general PCM no uniforme.
Expresando la SQNR en dB se obtiene

SQNR|dB = P)”(|dB =6r+4.8

De aqui puede notarse que cada bit extra (aumentando v en uno) incrementa la SQNR en 6 dB.

Ejemplo: Cual es la SQNR resultante de una senal uniformenente distribuida sobre [—1, 1] cuando se emplea
PCM uniforme con 256 niveles?

Dado que Zae = 1, entonces X = X y Pz = f_ll %l‘zdl‘ = % En consecuencia, usando v = log, 256 = 8§,
se tiene que

SQNR =3 x 4VX2 = 65536 (= 48.16 dB)

Los requerimientos de ancho de banda de los sistemas de transmisién de pulsos digitales, de los cuales
PCM es un ejemplo, seran estudiados en el Capitulo 6. Aqui discutiremos brevemente algunos resultados
concernientes con los requerimientos de ancho de banda de un sistema PCM. Si una senal tiene un ancho
de banda W, entonces el nimero minimo de muestras para reconstruccién perfecta de la senal esta dado
por el teorema del muestreo, 2W muestras/seg. Si se requiere alguna banda de salvaguarda, entonces el
nimero de muestras por segundo es f;, generalmente mayor que 2W. Se utilizan v bits por cada muestra,
y en consecuencia se requerirdn v f; bits/seg para la transmision de la sefial PCM. En el caso de muestreo a
la velocidad de Nyquist, esto es igual a 20T bits/seg. El requerimiento de ancho de banda minimo para la
transmisién de R bits/seg es (segin se estudiard en el Capitulo 6) %. En consecuencia el requerimiento de
ancho de banda minimo de un sistema PCM es

vis
2

lo cual, usando la velocidad de Nyquist, determina el requerimiento minimo absoluto de ancho de banda
dado por

BW =

BW =vIV

Esto significa que un sistema PCM expande el ancho de banda de la senal original por un factor igual a v.
PCM no uniforme

Siempre que la estadistica de la senal de entrada sea proxima a una distribucidén uniforme, el sistema
PCM uniforme trabajard adecuadamente. Sin embargo, en la codificacion de ciertas senales como por
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ejemplo voz, la distribucién de la entrada estd lejos de ser uniformemente distribuida. Para una senal de
voz en particular existe mayor probabilidad de amplitudes pequenas y menor probabilidad de amplitudes
grandes. En consecuencia, tiene sentido para el disenador un cuantizador con mas regiones de cuantizacién
en amplitudes bajas y menos regiones en amplitudes altas. El cuantizador resultante sera un cuantizador no

uniforme.
{x.} COMPRESOR
PCM EXPANSOR
_— ] - I .+ | DECOFICADOR - | FILTRODE |
glx) UNIFORME e (v) RECONSTRUCC.

Figura 4.19: Diagrama en bloques de un sistema PCM no uniforme.

El método usual para efectuar cuantizacién no uniforme es pasar primero las muestras a través de un
elemento no lineal que comprima las amplitudes grandes (reduzca el rango dindmico de la sefial) y entonces
efectuar una cuantizacién uniforme sobre la salida. En el receptor, se aplica la inversa (expansién) de esta
operacion no lineal para obtener el valor de la muestra. Esta técnica se denomina compresion-ezpansién. Un
diagrama de bloques de este sistema se muestra en la figura 4.19.

Existen dos tipos de compresores - expansores ampliamente utilizados para codificacién de voz. FEl
compresor-expansor de ley pu, utilizado en EEUU y Canada emplea la funcion logaritmica en la transmision,
con |z| <1,

_ log(1 + plz|)
(z) = WS n(z)

0.9

0.8

Figura 4.20: Caracteristica del compander de ley p.

El parametro p controla la cantidad de compresion y expansion. El sistema estandar en EEUU y Canada
emplea un compresor con y = 255, seguido de un cuantizador uniforme con 128 niveles (7 bits/muestra). La
utilizacién de un compresor-expansor en este sistema mejora el desempeno del sistema en alrededor de 24
dB. Un grafico de la caracteristica de un compresor-expansor de ley p se muestra en la figura 4.20.

El segundo compresor logaritmico mas ampliamente utilizado es el compresor-expansor de ley A. La
caracteristica de este compresor-expansor se muestra en la figura 4.21 y esta dada por
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g(x)

| L | | ! 1 l ] i
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X

Figura 4.21: Caracteristica del campander de ley A.

el sgn(x), L < x| <1
g(x) =49 4 .
i 1 9n(2), 0<|el< %

donde A se elige igual a 87.56.
Diseno 6ptimo del compander

Anteriormente se estudiaron los critérios para el diseno éptimo de cuantizadores. La aproximacién a
la solucién del problema de diseno éptimo de un compresor-expansor es similar. La solucién dd una idea
aproximada de las caracteristicas del compresor-expansor ideal, que cuando es seguido de un cuantizador
uniforme, determina una solucién préxima a la éptima. Definiendo ag = —#mar ¥ aN = +Tmaer S€ tiene que

D= Z/ )2 fx (2)de

Si el nimero de regiones de cuantizacién es grande y la funcién densidad de probabilidad es suficiente-

L bl . d ., distribucié i . S aisidtas
mente suave, es posible asumir en cada regién una distribucién uniforme y, en consecuencia, &; = ~=5—.
Sustituyendo Z; en la relacién anterior se tiene que
~
= al_ 43
> sxtern) g (4.3

donde A; = a; — a;_1. Notar que la entrada al compresor es una muestra cuantizada no uniformemente con
regiones de cuantizacién de tamano A; y la salida es una muestra uniformemente cuantizada con regiones
de cuantizacién del mismo tamano A. De la figura 4.22 es posible ver que

A
X (4.4)

o~

gl(ai—l)

Suponiendo que la funcién g(x) mapea el intervalo [—Zmaz, Tmaz) €N [—Ymaz s Ymaz ], €ntonces las condiciones
de borde seran
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g(x) i

|

i a; X

Figura 4.22: Relacién entrada - salida del compander.

—Ymaz

{ 9(—Tmaz)

g($max) = Ymazx

Sustituyendo (4.4) en (4.3) se obtiene

A

N
D Z:fX(ai—l)[m]zAi

R

usando A = %Z‘f’f y suponiendo que N es muy grande se tiene que

o yg@a@' /oo fx(l‘) dr
3xav J o lg'()]?

donde g(#) es la caracteristica del compresor. La relacién anterior determina la distorsién cuando se emplea
un compresor con caracteristica g(#). FEs posible minimizar D para obtener el compresor éptimo. El
compresor éptimo resultante tiene la siguiente forma

27 Ux(n]¥dn 1]

)= e l RO

v la distorsién resultante sera

A

4.6.2 Modulacién de pulsos codificados diferencial (DPCM)

En un sistema PCM, después de muestrear la senal, cada muestra se cuantiza independientemente utilizando
un cuantizador escalar. Esto significa que los valores de las muestras previas no tienen efecto sobre la
cuantizacion de las muestras nuevas. Sin embargo, como se mencioné anteiormente, cuando un proceso
estocdstico limitado en ancho de banda se muestrea a la frecuencia de Nyquist o mas rapido, las muestras
obtenidas son variables aleatdrias usualmente correlacionadas. La excepcidn a esto es cuando el espectro del
proceso es plano dentro del ancho de banda de interés. Esto significa que las muestras previas transportan
alguna informacién sobre la préxima muestra, y esta informacion puede emplearse para mejorar el desempeno
del sistema PCM. Por ejemplo, si los valores de las muestras previas fueran pequenos, con alta probabilidad
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el préximo valor de muestra serda también pequeno y, en consecuencia, no es necesario cuantizar un amplio
rango de valores para lograr un buen desempeno.

En su forma mds simple, en la modulacién de pulsos codificados diferencial (DPCM), se cuantiza la dife-
rencia entre dos muestras adyacentes. Dado que dos muestras adyacentes estan altamente correlacionadas,
su diferencia tiene variaciones pequenas y, en consecuencia, para lograr un cierto nivel de desempeno se
requeriran menor cantidad de bits para cuantizarla. Esto significa que DPCM puede lograr niveles de
desempeno similares a PCM pero con menores velocidades de transmision.

Figura 4.23: Un esquema DPCM simple.

La figura 4.23 muestra un diagrama en bloques de este esquema DPCM simple. Como puede observarse
en la figura, la entrada al cuantizador no es simplemente X,, — X,,_; sino X,, — Y/_,. Veremos que Y, _,
estd proximamente relacionada con X,,_1 y la eleccién anterior tiene la ventaja de evitar la acumulacién del
ruido de cuantizacién. La entrada al cuantizador, Y, se cuantiza mediante un cuantizador escalar (uniforme
o no uniforme) para producir Y,,. Utilizando las relaciones

Yo=X,-Y', Y/ =Y,+Y (4.5)
obtenemos el error de cuantizacién entre la entrada y la salida del cuantizador como

Y, =Y, =Y, — (X, -V, =YX, (4.6)

En el receptor se tiene que

Xp=Yn+ X0 (4.7)

Comparando (4.5) y (4.7) puede observarse que YT{ y X, satisfacen la misma ecuacién con la misma
excitacién Yy,. En consecuencia, si las condiciones iniciales de YT{ v X, se eligen iguales, ellas serdn iguales.
Por ejemplo, s1 hacemos Yil = X_, =0, entonces para todo n tendremos que YA = X,. Sustituyendo esto
en (4.6) se obtiene

Y, - Y, =X, — X,

Esto muestra que el error de cuantizacién entre X, y su reproduccién X, es el mismo que el error de
cuantizacion entre la entrada y la salida del cuantizador. Sin embargo, el rango de variaciones de Y, es
usualmente mucho menor comparado con el de X, y en consecuencia, Y, puede cuantizarse con menos bits.
En una versiéon mas compleja de DPCM, en lugar de utilizar solo la muestra previa, se utilizan las ultimas
p muestras para predecir el valor de la préxima. Luego se cuantiza la diferencia entre la muestra X,, y su
valor predicho. Se emplea usualmente un predictor lineal de la forma Zle a; Xp_;, v los coeficientes del
predictor a; se eligen para minimizar el error medio cuadratico entre la muestra X, y el valor predicho

p
D= E[X, =Y aiXp_i]*
i=1
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Expandiendo y suponiendo que X, es un proceso estacionario se obtiene

D= Rx(0) - QZain(i) + Zzaiaij(i )

i=1 j=1

Para minimizar D, se diferencia en relacién a los a; y se iguala a cero. Después de diferenciar se obtiene

Zale(l—j):RX(]) 1§.7§p

=1

donde Rx es la funcién autocorrelacién del proceso X,,. Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior (de-
nominado usualmente ecuaciones de Youle- Walker), es posible hallar el conjunto de coeficientes del predictor
éptimo {a; F_;.

X, + Y, Y, Y, X,
+ Q PO + -
-4
; Y,
S - Predictor Predictor [~
Z a; Yy
i=1 )
2 aiX,_,

i=1

Figura 4.24: Un esquema DPCM general.

La figura 4.24 muestra un diagrama en bloques de un sistema DPCM general. Este diagrama en bloques

es muy similar al de la figura 4.23. La tnica diferencia es que el retardo 7'+ 1 se ha sustituido con el filtro
de prediccién Zle a; Xp_;. Un analisis similar al anterior muestra que Yn -Y, = Xn - X,.
Debido al uso de un predictor de p pasos, se estd utilizando mds informacién en la prediccién de X, y
en consecuencia, el rango de variaciones de Y, serd menor. FEsto a su vez significa que pueden lograrse
velocidades de codificacién ain menores en este caso. Los sistemas DPCM encuentran amplia aplicacién en
la compresion de imagen y voz.

4.6.3 Modulacién Delta (AM)

Figura 4.25: Modulacién Delta.

La modulacién Delta (AM) es una versién simplificada del esquema DPCM mostrado en la figura 4.23.
En AM se utiliza un cuantizador de 1 bit (2 niveles) con magnitudes +A. Un diagrama en bloques de un
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sistema AM se muestra en la figura 4.25. El mismo analisis que se aplico en el sistema DPCM simple es
valido aqui.

Dado que en AM se emplea solo 1 bit/muestra, el ruido de cuantizacién serd alto a menos que el rango
dinamico de Y;, sea muy bajo. Esto a su vez significa que X,, y X,,_1 deben tener un coeficiente de correlacién
muy alto. Para tener alta correlacién entre X, y X,,_1 es necesario muestrear a una velocidad mucho mayor
que la de Nyquist. En consecuencia, la frecuencia de muestreo en AM es usualmente mucho mayor que la
de Nyquist pero, dado que el nimero de bits/muestra es solo 1, el nimero total de bits/seg requerido para
transmitir una senal es menor que el de un sistema PCM.

Una ventaja principal de AM es la estructura muy simple del sistema. En el receptor se tiene la siguiente
relacién para la reconstruccién de X,

Xn - Xn—l = Yn

Resolviendo esta ecuacién para X, y suponiendo condiciones iniciales nulas, se obtiene

X, =30
=0

Yn '\,n
3 Q e ACUMULADOR f——

ACUMULADOR

Figura 4.26: Modulacién delta con integradores.

Esto significa que para obtener X,, son necesarios solo los valores de Y,. Si los valores de las muestras se
representan mediante impulsos, el acumulador puede representarse por un integrador simple. Esto simplifica
el diagrama en bloques del sistema AM al de la figura 4.26.

Y

Figura 4.27: A grande y el ruido granular.

El tamano del paso A es un parametro muy importante en el diseno de un sistema AM. Grandes valores
de A hacen que el modulador siga cambios rapidos en la senal de entrada pero al mismo tiempo causa un
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r

Figura 4.28: A pequeno y distorsién de sobrecarga de pendiente.

excesivo ruido de cuantizacién cuando la entrada cambia lentamente. Esto se muestra en la figura 4.27.
Como puede verse en esta figura, para grandes valores de A y cuando la entrada varia lentamente se produce
un gran ruido de cuantizacion, conocido como ruido granular. El caso de un A muy pequeno se muestra en
la figura 4.28. En este caso se encuentran problemas cuando la entrada tiene cambios muy rapidos. En ese
caso, le toma mayor tiempo a la salida seguir a la entrada y se produce un ruido de cuantizacién excesivo
en este periodo. Este tipo de distorsion se denomina de sobrecarga.

Modulacién Delta adaptiva

Figura 4.29: Desempeno de AM adaptiva.

Vimos que un tamano de paso muy grande provoca ruido granular y un tamano de paso muy pequeno
produce distorsion de sobrecarga. Esto significa que una buena eleccion de A es un valor de compromiso,
aunque en algunos casos el desempeno del mejor valor de compromiso (por ejemplo, aquel que minimize la
distorsiéon media cuadratica) no es satisfactério. Una solucién que trabaja bien en esos casos es cambiar el
tamano del paso de acuerdo a los cambios en la entrada. Si la entrada tiende a cambiar rapidamente, el
tamano del paso se elige grande tal que la salida pueda seguir a la entrada también rapidamente y no resulte
distorsion de sobrecarga. Cuando la entrada es de variacién lenta, el tamano del paso se cambia a un valor
pequeno para prevenir el ruido granular. Tales cambios en el tamano del paso se muestran en la figura 4.29.

Para cambiar adaptativamente el tamano del paso es necesario disenar un mecanismo para reconocer
pendientes grandes y pequenas. Si la pendiente de la entrada es pequena, la salida del cuantizador Y,
alterna entre valores de +A y —A, como mostrado en la figura 4.29. Este es el caso cuando la principal
fuente de ruido es el granular y es necesario disminuir el tamano del paso. Sin embargo, en el caso de
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sobrecarga de pendiente, la salida no puede seguir a la entrada rapidamente y la salida del cuantizador sera
una secuencia de pasos decrecientes o incrementales. Por lo anterior puede concluirse que el signo de dos Y,
sucesivas es un buen critério para cambiar el tamano del paso. Si las dos salidas sucesivas tienen el mismo
signo, el tamano del paso deberia incrementarse, y si son de signos opuestos, deberia disminuirse.

Una regla particularmente simple para cambiar el tamano del paso esta dada por

A, = An_lf(E"XE"_l

donde ¢, es la salida del cuantizador antes del escalamiento por el tamano del paso y K es una constante
mayor que uno. Se ha verificado que en el rango de 20-60 kbits/seg, con una elecciéon de K = 1.5, el
desempeno de un sistema AM adaptivo es de 5 a 10 dB mejor que el de un sistema AM simple cuando se
aplica a fuentes de voz.

4.7 Técnicas de analisis-sintesis

En contraste con la codificacién de forma de onda, las técnicas de andlisis - sintesis son métodos basados
en un modelo para el mecanismo que produce la senal. Los parametros del modelo que son extraidos de la
senal fuente se cuantizan, se codifican y se transmiten al receptor. En el receptor y en base a la informacién
recibida se sintetiza el mismo modelo y se utiliza para generar una salida similar a la senal original. Estos
sistemas se utilizan principalmente para codificacién de voz y en esta seccidén se discutira brevemente uno
de ellos conocido como codificacidn lineal predictiva (LPC).

GENERADOR DE CONMUTADOR
RUIDO BLANCO VOCALIZADO/
NO VOCALIZADO
FILTRO TODO POLO {—m—p SENAL DEVOZ
o
GENERADOR DE
PULSOS PERIODICOS
GANANCIA (5

Figura 4.30: Modelo del mecanismo de generaciéon de la voz.

La voz se produce como resultado de la excitaciéon del tracto vocal por las cuerdas vocales. Este mecanismo
puede modelarse como un filtro variante en el tiempo (el tracto vocal) excitado por un generador de senales.
El tracto vocal es una combinacién de la garganta, la boca, la lengua, los labios, la nariz y el cambio de forma
durante la generacion de la voz, y es modelado en consecuencia como un sistema variante en el tiempo. Las
propiedades de la senal de excitacién dependen fuertemente del tipo de sonido de la voz, ya sea vocalizado
o no vocalizado. Para sonidos vocalizados la excitacién puede modelarse como una secuencia periddica de
impulsos de frecuencia fy, cuyo valor dependerd del locutor. El reciproco de esta frecuencia, LD se denomina
periodo de pitch. Para sonidos no vocalizados la excitacién se modela adecuadamente como un ruido blanco.
Este modelo se muestra en la figura 4.30. El filtro del tracto vocal se modela usualmente con un filtro todo
polo descripto por la siguiente ecuacién a diferencias:

P
Xp = Zaan—i + Guwy

i=1

donde w, es la secuencia de entrada (ruido blanco o impulsos), G es un parametro de ganancia, {a;} son
los coeficientes del filtro, v p es el nimero de polos del filtro. El proceso w, que representa aquella parte
de X, no contenida en las p muestras previas se denomina proceso de innovacién. Las senales de voz son
muy aproximadamente estacionarias por cortos periodos de tiempo, del orden de 20-30 mseg. Este compor-
tamiento caracteristico se obtiene de la observacién que el tracto vocal no puede cambiar instantaneamente.
En consecuencia, sobre intervalos de 20-30 mseg. los coeficientes del filtro todo polo pueden suponerse fijos.
En el codificador entonces se dispone del almacenamiento de 20-30 mseg. de voz con lo cual se estiman los
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pardmetros del modelo {a;}, el tipo de senal de excitacién (ruido blanco o impulsos), el periodo de pitch (si
es un sonido vocalizado) y la ganancia G.

Para discutir este procedimiento es posible suponer que la senal de voz se filtra a 3 kHz y se muestrea
a 8000 muestras/seg. Las muestras de sefial se subdividen en bloques de 160 muestras, correspondientes a
intervalos de 20 mseg. {z,,1 < n < 160} es la secuencia de muestras de cada bloque. El codificador debe
medir los pardmetros del modelo a ser transmitidos al receptor.

Para determinar los coeficientes del filtro en el codificador se utiliza prediccién lineal. Un predictor lineal
de orden p es un filtro digital todo ceros con entrada {z,} y salida

4

T, = E artn_p paral<n<N
k=1
Xn Xp -1 Xp -2 Xn-3 xn—p‘
T=1 +>{ T=1 » T=1 > T=1
a) ap
x x

L s,
Figura 4.31: Diagrama en bloques funcional de prediccién lineal.

donde se supuso que fuera del intervalo de interés z,, = 0. La figura 4.31 ilustra con un diagrama en bloques
el proceso de prediccién. La diferencia entre la muestra de voz real x, y el valor predicho z, constituye el
error de prediccién ey, o sea

P
€n = Tp— Ty =T, — E ApLn_fk
k=1

Para extraer tanta informacion cuanto sea posible de los valores previos de z, se eligen los coeficientes
{a,} de forma que el error cuadratico promedio, o sea

1 1 P ’

k=1

sea minimo. Diferenciando &, con respecto a cada uno de los coeficientes del filtro {a;} e igualando la
derivada a cero se obtiene un conjunto de ecuaciones lineales en los coeficientes del filtro, o sea

1 N 1 N »p
N Z LTnln—i = N Z Zakxn—ixn—k para 1 < i <p
n=1 n=1k=1

Como se supuso que fuera del intervalo de estacionaridad 1 < n < N, z, = 0, es posible escribir la
relacién anterior como



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 135

00 0 P
1 Z 1
-~ Tnpn—i = =7 g g ApLp—iLn—k
N N
n=-—o00 n=—ooc k=1
00 P
1
= E ap N E Tp—iln—k
n=-—o00 k=1
Definiendo ahora R =~ Zn_ w TnTn_; es posible escribir la ecuacién anterior como

P
R = ZakRi—k paral <i<p
la cual define las ecuaciones de Youle- Walker. Utilizando una notaciéon matricial se puede reescribir

r = Ra

donde a es el vector de los coeficientes del predictor lineal, R es una matriz de p X p cuyo elemento (4, j)-
ésimo es R;_ —j, ¥y T es un vector cuyos componentes son los R;. Puede verificarse facilmente de la definicién
que R; = R_;, de forma que R es una matriz simétrica. También es obvio que todos los elementos de R
que estan sobre la diagonal o subdiagonales son iguales. Tal matriz se denomina Toeplitz y asociada a ella
existen algoritmos recursivos eficientes para calcular su inversa. Uno de esos métodos es el bien conocido
algoritmo de Levinson-Durbin.

Con la eleccién optima de los coeficientes del predictor el error cuadratico promedio minimo toma la
forma

P
= -3
De acuerdo al modelo de produccién de la voz

2 N

1 L
min
P = N g Ln — g ApLn_fk
n=1 k=1

Normalizando la secuencia de excitacién {w,} tal que % ZnN:1 w2 = 1, obtenemos el valor de la ganancia
del predictor: G =, /&min.

La estimacién del tipo de excitacién (impulsos o ruido) y la estimacién del periodo de pitch en el caso
de la excitacion de tren de impulsos puede lograrse mediante varios algoritmos. Una aproximacion simple
es transformar los datos de voz al dominio frecuencia y procurar picos pronunciados en el espectro de la
senal. Si el espectro exibe picos en alguna frecuencia fundamental fy, la excitacién se define como un tren
de pulsos de periodo + 7o Si el espectro de las muestras de voz no exibe picos, la excitacion se define como
ruido blanco.

Los coeficientes del filtro de prediccion, la ganancia, la informacion de vocalizacion y el pitch se cuantizan
y transmiten al receptor por cada bloque de voz muestreada. La senal de voz se sintetiza a partir de esos
parametros utilizando el modelo del sistema como ilustrado en la figura 4.30. Tipicamente la informacién
de vocalizacién requiere 1 bit, la frecuencia de pitch se representa mediante 6 bits, el parametro de ganancia
puede representarse mediante b bits utilizando compansion logaritmica y los coeficientes de prediccidon re-
quieren de 8-10 bits por coeficiente. En base a la codificacién por prediccién lineal, la voz puede comprimirse
a tazas tan bajas como 2400 bits/seg. Es posible también utilizar cuantizacién vectorial cuando se cuantizan
los parametros LPC. Esto reduciria aun mas la taza de transmisiéon. En contraste, PCM aplicada a la voz
tiene una taza de transmisién de 56000 bits/seg.

LPC se utiliza ampliamente en la codificacion de voz para reducir el ancho de banda. Mediante cuan-
tizacién vectorial de los parametros LPC puede obtenerse buena calidad de voz a tazas de alrededor de
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4800 bits/seg. Una versién de LPC con cuantizacién vectorial ha sido adoptada como un estandar para la
compresién de voz en sistemas telefénicos celulares méviles. La codificacién eficiente de voz es un area muy
activa de investigacion y se espera aun mayores reducciones en la taza de transmision en los codificadores
comerciales en los proximos anos.

4.8 Transmisiéon y grabaciéon de audio digital (*)

Las senales de audio constituyen una gran parte de las comunicaciones diarias. Hoy en dia miles de estaciones
de radio emiten senales de audio en forma analégica. La calidad de radiodifusién de senales de voz es
generalmente aceptable siempre que la voz sea inteligible. Por otro lado, la calidad de las senales de miisica
que se difunden sobre radio AM es de baja calidad relativa debido a que el ancho de banda de la senal
transmitida esta restringido por las regulaciones. La radiodifusion FM de senales analdgicas provee mayor
fidelidad utilizando un ancho de banda de canal significativamente mayor. Es esperable que, en el futuro
proximo, la radiodifusién comercial de senales de audio sea convertida también a la forma digital.

En la transmisién de senales de audio sobre canales telefénicos, la conversién de transmisién analdgica
a digital, la cual ha sido llevada a cabo en las ultimas tres decadas, esta casi completa. A continuacion,
se describiran algunos de los desarrollos actuales en la codificacién de senales de audio para la transmisiéon
telefonica.

La industria del entretenimiento ha experimentado los cambios mas dramaticos y se ha beneficiado
de la conversién de las sefiales de audio a la forma digital. El desarrollo del disco compacto (CD) y el
grabador de audio digital han vuelto los sistemas de grabacién analdgica previous basicamente obsoletos.
Se utilizara el sistema de reproduccién de CD como un caso de estudio de métodos sofisticados de codifi-
cacién/decodificacién de fuente y canal que se han desarrollado en los tiltimos afos.

4.8.1 Audio digital en sistemas de transmisién telefénica (*)

Casi toda la transmisién de senales de voz sobre canales telefénicos es actualmente digital. La codificacién
de senales de voz para su transmisién sobre canales telefénicos ha sido un tépico de intensas investigaciones
sobre los tiltimos 50 anos y continua siendolo todavia. En ese periodo se ha desarrollado una amplia variedad
de métodos de codificacién de fuente/voz que se utilizan atn en nuestros dias.

CONVERSOR A/D
ettt 3
! 1
! |
! |
! I
! |
voz aLo ' H SALIDA
. PASABAJOS ] MUESTREADOR po| CUANTIZADOR oo
ANALOGICA e | DIGITAL
B £3400 Hz i
1
i
I
I

RELOJ (8000 Hz)

Figura 4.32: Conversion analdgica a digital de senales de voz.

La configuracién general de un codificador de voz se muestra en la figura 4.32. Dado que el contenido
de frecuencias de la senal de voz esta limitado a 3400 Hz, la senal se pasa primero por un filtro pasabajos
antialiasing y luego se muestrea. Para asegurar que el aliasing es despreciable se elige una frecuencia de
muestreo de 8000 Hz o mayor. Las muestras analdgicas se cuantizan y se representan en forma digital para
su transmision. sobre el canal telefénico.

PCM y DPCM se utilizan ampliamente como métodos de codificacién para transmisién digital de la voz.
La compresién logaritmica con p = 255 se utiliza frecuentemete para lograr la cuantizacién no uniforme. La
velocidad de transmisién tipica para PCM es de 64 kbits/seg mientras que para DPCM es de 32 kbits/seg.

La codificacién y decodificacion de PCM y DPCM se efectiian generalmente en la central de conmutaciéon
telefénica (central office), donde se conectan las lineas de cada abonado telefénico en un aréa geografica
comin al sistema de transmisién. Las senales de voz codificadas en PCM o DPCM son transmitidas de una
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central de conmutacién a otra en forma digital sobre lo que se denomina lineas troncales que son capaces de
transportar senales de voz digitalizadas de varios abonados. El método para la transmisién simultanea de
varias senales sobre un mismo canal de comunicacién se denomina multiplezado. En el caso de la transmision
PCM o DPCM, las senales de diferentes abonados se multiplexan en tiempo, de ahi el nombre de multiplezado
por divisidn en tiempo (TDM). En TDM, se selecciona un intervalo de tiempo Tf como un cuadro (frame).
Cada cuadro se subdivide en N subintervalos de duracién T /N, donde N corresponde al nimero de usuarios
que haran uso comun del canal de comunicaciéon. Luego, a cada abonado que desee utilizar el canal para
trasmision se le asigna un subintervalo dentro de cada cuadro. En PCM cada usuario transmite una muestra
de 8 bits en cada subintervalo.

64 kb/sec 1.544 Mb/sec 6.312 Mb/sec 44.736 Mb/sec 274.176 Mb/sec
CADA UNO CADA UNO CADA UNO CADA UNO CADA UNO

1 1 - l 1 - l 1 - l 1

2 MULTIPLEX 2 MULTIPLEX 2 MULTIPLEX 2 MULTIPLEX

= MULTIPLEX

T—‘» I:II{I%ER 3_’” SEGUNDO . TERCER ™1 cuakro QUINTO SALIDA 570,160

: : NIVEL | : NIVEL NIVEL NIvEL [T Mb/sec

24 DS -1 4 DS -2 7 DS -3 6 DS -4 5 DS -5

SENALES DE SCNALLS DI SENALES DE SENALES DE
OTRAS UNIDADES OTRAS UNIDADES OTRAS UNIDADES OTRAS UNIDADES
DS -1 DS -2 DS -2 DS -4

Figura 4.33: Jerarquia digital para sistemas de comunicaciones telefénicos.

En la transmisién digital de voz sobre lineas telefocias via PCM existe una jerarquia TDM estandar que
se ha establecido para acomodar abonados multiples. En el primer nivel de la jerarquia TDM se multiplexan
24 senales de abonado en una tnica secuencia de 1.544 Mbits/seg (24 x 64 kbits mds algunos bits adicionales
con propdsitos de control). La sefial combinada TDM resultante se denomina usualmente un canal DS-1. En
el segundo nivel de TDM, se multiplexan cuatro canales DS-1, para formar un canal DS-2, con una velocidad
de 6.312 Mbits/seg. En el tercer nivel de la jerarquia, se combinan siete canales DS-2 mediante TDM para
producir un canal DS-3, el cual tiene una velocidad de 44.736 Mbits/seg. Mas alld de DS-3, existen dos
niveles mas de la jerarquia TDM, como se ilustra en la figura 4.33.

En los sistemas celulares de radio mévil para la transmision de senales de voz, el ancho de banda disponible
por usuario es pequenio y no puede soportar las altas velocidades requeridas por los métodos de codificacion
de forma de onda tal como PCM y DPCM. Para esta aplicacién, se utiliza el método de analisis - sintesis
con base en LPC para estimar el conjunto de parametros del modelo a partir de segmentos cortos de la senal
de voz. Los parametros del modelo de la voz se transmiten sobre el canal utilizando cuantizacién vectorial.
De esta forma, puede lograrse con LPC una velocidad de transmisién en el rango de 4800-9600 bits/seg.

En los sistemas celulares de comunicaciones moviles, la estacion base en cada celda sirve como interfaz
para el sistema telefénico terrestre. La compresion LPC de voz se requiere solamente para la transmisién
de radio entre el usuario movil y la estacién base en cualquier celda. En la interfaz de la estacién base, la
senal de voz codificada por LPC se convierte en analdgica y se remuestrea y digitaliza utilizando PCM o
DPCM para la transmisién sobre el sistema telefonico terrestre. En consecuencia, es posible notar que en la
transmisién de un abonado mévil a un abonado fijo existiran dos tipos diferentes de codificacién analdgica
digital, mientras que en la comunicacién de voz entre dos méviles servidos por estaciones base diferentes
existiran cuatro conversiones entre los dominios analdgicos y digital.

4.8.2 Grabacién de audio digital (*)

Historicamente, la grabacion de audio se volvié una realidad con la invencién del fonégrafo durante la segunda
mitad del siglo 19. El fonégrafo ha tenido una vida de aproximadamente 100 anos antes de ser suplantado
por el disco compacto, el cual fué introducido en 1982. Durante ese periodo de 100 anos se ha presenciado
la introduccién de una amplia variedad de métodos de almacenamiento, el mas popular de los cuales ha
probado ser el larga duracién (LP), introducido en 1948. Los LP proveian un método de almacenamiento
de audio analdgico de calidad relativamente alta.

A pesar de su amplia aceptaciéon y popularidad, los métodos de almacenamiento de audio analdgicos
tienen cierto nimero de limitaciones, incluyendo un rango dindmico limitado (tipicamente de alrededor de 70
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dB) y una relacién senal a ruido relativamente baja (tipicamente de alrededor de 60 dB). En comparacién,
el rango dinamico de una orquesta musical esta en el rango de 100 a 120 dB. Esto significa que, para
almacenar la musica en forma analégica, el rango debera ser reducido para ser compatible con el del sistema
de almacenamiento. De otra forma en niveles de misica bajos el ruido seria audible y si se desea evitar eso,
la saturacion ocurrira en niveles de musica altos. La compresion del rango dinamico durante la grabacién se
realiza usualmente controlando el volumen de la senal de entrada.

La grabacién de audio digital y su posterior reproduccién permiten mejorar la fidelidad de la musica
grabada incrementando el rango dindmico y la relacion senal a ruido. Ademas, la grabacién digital es
generalmente mas durable y no se deteriora con las reproducciones, como en las grabaciones analégicas. Se
describira mas abajo un sistema CD como un ejemplo de un sistema de audio digital comercialmente exitoso.
La tabla siguiente provee una comparacion de algunas especificaciones importantes de una grabacién de LP
y de un sistema CD. Las ventajas de este ultimo son claramente evidentes.

Especificacion Grabacién LP Sistema CD
Resp. en Frecuencia 30 Hz - 20 kHz 20 Hz - 20 kHz
Rango dinamico 70 dB > 90 dB
@ 1 kHz
SNR 60 dB > 90 dB
Distorsién arménica 1-2 % 0.005 %
Durabilidad Resp. en frec. se Permanente
degrada con reproduc.
Vida 1til 500-600 horas 5000 horas

Desde el punto de vista de sistemas, el sistema CD involucra la mayoria de los elementos de un sistema
de comunicaciones digitales moderno. Esto incluye conversién analdgico-digital (A/D) y digital-analégica
(D/A), interpolacién, modulacién/demodulacién y codificacién/decodificacién de canal. Un diagrama en
bloques general de los elementos de un sistema CD de audio digital se ilustra en la figura 4.34. Se describiran
las principales caracteristicas del codificador y decodificador de fuente.

Las dos senales de audio de los microfonos L y R en el estudio de grabaciéon o sala de conciertos se
muestrean y digitalizan pasandolas por un conversor A/D. La banda de frecuencias audibles del sonido esta
limitada a aproximadamente 20 kHz. En consecuencia, la frecuencia de Nyquist correspondiente es de 40
kHz. Para permitir una banda de salvaguarda y prevenir el aliasing, la frecuencia de muestreo en un sistema
CD ha sido seleccionada en 44.1 kHz. Esta frecuencia es compatible con el equipamiento de grabacién de
video que se utiliza comunmente para la grabacion digital de senales de audio sobre cinta magnética.

Las muestras de las senales L y R se cuantizan utilizando PCM uniforme con 16 bits/muestra. De acuerdo
a la formula de SQNR, la cuantizacién uniforme de 16 bits resulta en una SQNR de mas de 90 dB. Ademas,
la distorsién arménica alcanzada es de 0.005 %. Los bytes PCM de la grabacién digital se codifican para
protegerlos contra errores en el proceso de lectura y luego se pasan al modulador.

En el modulador se adiciona informacién de control digital y display, incluyendo una tabla de los con-
tenidos del disco. Esta informacién adicional permite la programacion del reproductor de CD. El tipo de
modulacién y demodulacién y codificacion de canal se describiran en los Capitulo 5, 6 y 8.

Se almacena opticamente la senal digital del modulador utilizando un laser en la superficie de un disco
plastico que esta revestido con un material fotoresistente. De esto resulta un disco patrén que se utilizara
para producir CD por medio de una serie de procesos que en definitiva convierten la informacién en marcas
delgadas (pits) en un disco plastico. El disco se reviste con aluminio reflectivo y luego con una capa
protectora.

En el reproductor de CD se utiliza un laser para barrer opticamente un surco sobre el disco a una
velocidad constante de 1.25 m/seg y de esa forma se lee la senal grabada digitalmente. Luego, las senales L
v R se demodulan y pasan a través de un decodificador de canal. La senal de audio digital se convierte a
una sefnal de audio analdgica mediante un conversor D/A.

Las senales de audio digital L y R en el conversor D/A tienen una presicién de 16 bits. En principio,
la conversion digital a analégica de las dos senales de 16 bits con una frecuencia de muestreo de 44.1 kHz
es relativamente simple. Sin embargo, la implementacién prictica de un conversor D/A de 16 bits es muy
cara. Por otro lado, es posible conseguir facilmente conversores D/A de 12 bits (0 menos) muy facilmente. El
problema es la elaboracién de un método para conversién D/A que emplee baja resolucién y, en consecuencia,
un conversor D/A de bajo costo, mientras que mantenga la precisién de 16 bits en la senal de audio digital.

La solucién practica a este problema es expandir el ancho de banda de la senal de audio digital mediante
sobremuestreo utilizando interpolacion y filtrado digital antes de la conversién analégica. Una aproximacion
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Figura 4.34: Sistema de audio digital CD.

a la solucién basica se muestra en el diagrama de bloques de la figura 4.35. Las senales de audio digital L y
R de 16 bits se muestrean a una frecuencia superior por un factor multiplo U, insertando U — 1 ceros entre
muestras sucesivas de la senal de 16 bits. Este proceso incrementa efectivamente la frecuencia de muestreo a
U x 44.1 kHz. Las senales resultantes L y R se filtran luego mediante un filtro FIR, digital que produce una
salida de alta velocidad y alta resolucién. La combinacion del rellenado de ceros y el filtrado es un método
practico de realizar un interpolador digital. El filtro FIR se disena para tener fase lineal y un ancho de banda
de aproximadamente 20 kHz. Su proposito es eliminar las imagenes del espectro creadas por el proceso de
rellenado de ceros y se suele denominar filtro anti-imdgen.

Observando las senales de audio digital de alta velocidad y precision L y R de la salida del filtro FIR,
es posible concluir que las muestras sucesivas son aproximadamente iguales, difiriendo solamente en los bits
menos significativos. En consecuencia, es posible representar muestras sucesivas de las senales de audio
digital mediante diferencias entre muestras y, de esta forma, reducir su rango dinamico. Si el aumento de
la frecuencia de muestreo por un factor U es suficientemente grande puede utilizarse modulacion Delta para
reducir la salida cuantizada a una precisién de 1 bit/muestra. De esta forma, el conversor D/A se simplifica
considerablemente. Un factor de incremento U = 256 es el mds frecuentemente elegido en la practica. Esto
eleva la frecuencia de muestreo a 11.2896 MHz.

Es necesario tener en cuenta la configuracién general para el sistema de modulacién Delta convencional
como se muestra en la figura 4.36. Se eliminara el integrador del decodificador a la entrada del modulador.
Esto tiene dos efectos. Primero, esto pre-enfatiza las bajas frecuencias de la senal de entrada y, de esta
forma, se incrementa la correlacién de la senal. Segundo, esto simplifica el decodificador del modulador
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Figura 4.35: Conversién D/A mediante sobremuestreo e interpolacién.
MUESTRAS
DE |
SENAL I
DE CUANTIZADOR |
ENTRADA 1BIT '
I
.—H : }____., FILTRO
A o INTEGRADOR —
i 1 PASABAJOS
- ! SALIDA

-1 . ANALOGICA

INTEGRADOR - |

CODIFICADOR i DECODIFICADOR

Figura 4.36: Sistema A convencional.

dado que el diferenciador (el sistema inverso) requerido en el decodificador es cancelado por el integrador.
En consecuencia, el decodificador se reduce a un simple filtro pasabajos. Ademas, los dos integradores en
el codificador pueden reemplazarse por un unico integrador colocado antes que el cuantizador. El sistema
resultante, que se muestra en la figura 4.37, se denomina modulador sigma-delta (SDM). La figura 4.38 ilustra
un SDM que emplea un integrador digital simple (SDM de primer orden) con una funcién transferencia

Z—l

T 11

H(z)

De esta forma el SDM simplifica el proceso de conversion D/A ya que requiere un D/A de un bit seguido por
un filtro analdgico convencional (por ejemplo, un filtro Butterworth) para proveer proteccién antialiasing y
suavizacién de senal. Los filtros analogicos de salida tienen una banda pasante de aproximadamente 20 kHz
y eliminan de esta forma cualquier ruido por encima de la banda de senal deseada. En reproductores de CD
modernos tanto el interpolador, como el SDM, el conversor D/A de 1 bit y el filtro pasabajos de suavizacién
se implementan generalmente en un tinico circuito integrado.
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Figura 4.37: Configuracién basica de SDM seguida por un conversor D/A de 1 bit y un filtro pasabajos de
suavizacion.
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Figura 4.38: Conversor D/A SDM con un integrador de primer orden.

4.9 Apéndice: Entropia

Entropia es una medida de la incertidumbre de una variable aleatéria. En este apéndice se discutira la nocién
de entropia y se desarrollaran algunas de sus propiedades mas importantes. Se mostrara entonces que la
entropia cuantifica la cantidad de informacién requerida para especificar la salida de una realizaciéon de una
variable aleatéria. Finalmente se discutira el método de maxima entropia, de gran utilidad en canales de
comunicaciones, que sirve para caracterizar variables aleatérias cuando solo se conoce algunos parametros
estadisticos de ellas, como media y varianza.

4.9.1 Entropia de una variable aleatéria

Sea X una variable aleatéria discreta con alfabeto Sx = {1,2,---, K} y pmf P(X = k). Interesa cuantificar
la incertidumbre de un evento Ay = {X = k}. Claramente, la incertidumbre de Ay, es baja si la probabilidad
de A es proxima a uno, y sera alta si la probabilidad de Ay es pequenia. La medida de incertidumbre que
satisface esos dos requerimientos es la siguiente

X =k =l g = I P(X =) (4.8)

A partir de la figura 4.39 es posible notar que I(X = k) = 0si P(X = k) = 1, y I(X = k) aumenta

cuando disminuye P(X = k). La entropia de una variable aleatéria X se define como el valor esperado de
la incertidumbre de sus realizaciones, o sea

Hx =E[I(X =k)]=)» P(X=k)n ﬁ =—> P(X=k)InP(X =k) (4.9)
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Figura 4.39: In(1/2) > 1 — x.

Notar también que en esta definicién, 7(X) es una funcién de una variable aleatéria. La entropia tendra
unidades de bits cuando el logaritmo sea de base 2. Cambiar la base del logaritmo es equivalente a multiplicar
la entropia por una constante, dado que In(z) = In2log, .

—plogap —tl —pilogsl - p)

~plogyp - (L =pitogsil —p ’

// ~
. - A
— // N
S -~ »
B e \
— // A
Iy -~ N
// N
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gkl \ \ 1 l r : 1 v !
L A
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3 0.6 0.7 0.8 0.9 { !

Figura 4.40: Entropia de una variable aleatdria binaria.

Ejemplo. Entropia de una variable aleatéria binaria. Sea Sx0{0,1} yp = P(X =0) =1— P(X = 1).
La figura 4.40 muestra —plnp, —(1 — p)In(1 — p), y la entropia de la variable aleatéria Hx = h(p) =
—pln(p) — (1 — p)In(1 — p) en funcién de p. Notar que h(p) es simétrica alrededor de p = 1/2 y que alcanza
el maximo en p = 1/2. Notar también como las incertidumbres para los eventos {X = 0} y {X = 1} varia
en forma complementaria: cuando P(X = 0) es muy pequena (o sea, alta incertidumbre) entonces P(X = 1)
estd proxima a uno (o sea, alta certeza) y visceversa. De esta forma la mayor incertidumbre promedio ocurre

cuando P(X =0)=P(X =1)=1/2.

Hx puede interpretarse como la incertidumbre promedio que puede resolverse mediante la observacion de
X. Esto sugiere que si se estd disenando un experimento binario (por ejemplo una pregunta si/no) entonces
la incertidumbre promedio que se resuelve se maximizara si las dos salidas del experimento se disenan para
tener igual probabilidad.

Ejemplo. Reduccién de la entropia a través de informacién parcial. La representaciéon binaria de una
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variable aleatéria X toma valores del conjunto {000,001,010,---, 111} con iguales probabilidades. Hallar la
reduccién en la entropia de X dado el evento A = {X comienza con 1}.
La entropia de X sera

111 1
Hx = —-log - — ~
X = TRy TR

El evento A implica que X estd en el conjunto {100, 101,110,111}, de forma que la entropia de X dado A
sera

De esta forma, la reduccién de entropia serd Hyx — Hxj4 =3 — 2 =1 bit.

Sean p = (p1,p2, - Px) Y 9 = (41,92, - - -, qx) dos pmf. La entropia relativa de q con respecto a p se
define por

K 1 K
:Zpkln——Hx:Zpkln& (4.10)
k=1 Ik k=1 Ik

La entropia relativa es no negativa, e igual a cero si1 y solo si px = ¢ para todo k, o sea

H(p;q) >0 con igualdad si y solo si py, = ¢qi, para k=1,---, K. (4.11)

Se utilizara esta propiedad varias veces en esta seccion.

Para demostrar que la entropia relativa es no negativa se utilizard la desigualdad In(1/z) > 1 — 2 (con
igualdad si y solo si & = 1), como mostrado en la figura 4.39. La ecuacién anterior entonces puede escribirse
como

Hpiq) = Zpkln— >Z (1__) S-S m =0
k=1 k=1
Para que se verifique la igualdad en esta expresién debe ser pp = q; para bk =1,--- K.

Sea X cualquier variable aleatéria con Sx = {1,2,---, K} y pmf p. Haciendo ¢ = 1/K en (4.11) se
tendrd que

H(p;q) = lnA—HX_Zpklnl/[,_O
lo cual implica que para cualquier variable aleatéria X con 8x = {1,2,---, K},
Hx <InK con igualdad si y solo si pr = %, parak=1,---, K. (4.12)

De forma que la maxima entropia alcanzable por la variable aleatéria X es In K, y este maximo se alcanza
cuando todas las realizaciones son equiprobables.

La ecuacién (4.12) muestra que la entropia de variables aleatérias con Sx finito es siempre finita. Por
otro lado, también muestra que cuando el tamano de Sx aumenta, la entropia puede disminuir sin limite.
Puede mostrarse que algunas variables aleatérias de un alfabeto infinito tienen entropia finita.

Para variables aletérias continuas se tiene que P(X = z) = 0 para todo #. En consecuencia, debido
a (4.8), la incertidumbre para cada evento {X = x} es infinita, y de (4.9) se concluye que la entropia de
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variables aleatorias continuas es infinita. El ejemplo siguiente da una idea como puede usarse el concepto
de entropia para variables aleatérias continuas.

Ejemplo. Entropia de una variable aleatéria continua cuantizada. Sea X una variable aleatéria continua
que toma valores en el intervalo [a, b]. Es posible suponer que el intervalo [a, b] se divide en un gran ndmero
de subintervalos K de longitud A. Sea Q(X) el punto medio del subintervalo que contiene a X. Hallar la
entropia de @.

Sea xy, el punto medio del subintervalo k, entonces P(Q = #) = P(X € subintervalo k) = P(zy—A/2 <
X <ap+ A/2)= fx(xr)A, y de esta forma

Ho = Y PQ=xz)nP(Q=1p)= - fx(zi)AIn(fx(zs)A)
= —In(A) = > fx(xr) In(fx (zx)A (4.13)

La ecuacién anterior muestra que existe un compromiso entre la entropia de @ y el error de cuantizacién
X — Q(X). Cuando se disminuye A el error disminuye, pero la entropfa aumenta sin limite, confirmando
nuevamente que la entropia de una variable aleatoria continua es infinita.

En la expresién final para Hx de (4.13), cuando A se aproxima a cero, la primera parte tiende a infinito,
pero la segunda parte se aproxima a una integral que puede ser finita en algunos casos. La entropia diferencial
se define a partir de esa aproximacién como

ix == [ fx(@)n fx(e)ds = ~Eln fx (V)]

En la expresién anterior se reutilizd la notacion de Hyx sobreentendiendo que se estd trabajando con la
entropia diferencial de una variable aleatéria continua.

Ejemplo. Entropia diferencial de una variable aleatéria uniforme. La entropia diferencial para X uniforme
en [a, b] serd

1
Hx =-F [lnb—a] =In(b—a)

Ejemplo. Entropia de una variable aleatéria gaussiana. La entropia diferencial cuando X es una variable

aleatéria Gaussiana de media cero y varianza o2 serd

1 (X —m)?
V2mo? 202

Hx = —F[nfx(X)] = -F [ln ] = %111(271’02) + % = %111(271’60’2)

La funcién entropia y la entropia diferencial difieren en varios aspectos fundamentales. Mas adelante se
verd que la entropia de una variable aleatoria discreta tiene una interpretacién operacional bien definida, como
el nimero promedio de bits de informacién requeridos para especificar el valor de esa variable. La entropia
diferencial no posee esta interpretacién operacional. Ademas, la funcién entropia no cambia cuando se mapea
la variable aleatéria X en otra Y mediante una transformacién inversible. Nuevamente, la entropia diferencial
no posee esta propiedad. Independientemente de ello, la entropia diferencial posee algunas propiedades ttiles.
La entropia diferencial aparece naturalmente en problemas que involucran reduccién de entropia. Ademas,
la entropia relativa de variables aleatérias continuas, definida como
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fx (@)
Iy (y) a2,

H(fx;fy) = /_00 fx(z)ln (4.14)

no cambia bajo transformaciones inversibles.

4.9.2 Entropia como medida de informacién

Sea X una variable aleatéria discreta con Sx = {1,2,---, K} y pmd pr = P(X = k). Es posible suponer
que el experimento que produce X es realizado por Juan, que intenta comunicar la realizacién a Maria
respondiendo a una serd de preguntas com respuestas de tipo si/no. El interés apunta a la caracterizacion
del nimero promedio minimo de preguntas requeridas para identificar X.

Ejemplo. Una urna contiene 16 bolitas: 4 estdn rotuladas con 71”7, 4 estan rotuladas con 727, 2 estin
rotuladas con 737, 2 estan rotuladas con ”4” y las remanentes estan rotuladas con 75”7, 76”,”7” y ”8”. Juan
toma una bolita de la urna aleatoriamente. Discutir cuales estratégias puede utilizar Maria para saber el
rétulo de la bolita a través de una serie de preguntas si/no. Comparar el nimero promedio de preguntas
realizadas con la entropia de X.

no

Figura 4.41: Dos estratégias para encontrar el valor de X a través de una serie de preguntas si/no.

Si X es la variable aleatéria asociada al rétulo sobre las bolitas, entonces Sx = {1,2,---,8} y la pmf serd
p=(1/4,1/4,1/8,1/8,1/16,1/16,1/16,1/16). Se compararan las dos estratégias ilustradas en las figuras
4.41ay 4.41b.

La serie de preguntas en la figura 4.41a tiene en cuenta que la probabilidad de que {X = k} disminuye
con k. De esta forma es razonable preguntarse X es igual a 17, X es igual a 27 y asi sucesivamente hasta
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que la respuesta sea si. Si L es el nimero de preguntas hasta que la respuesta es afirmativa, entonces el
nimero promedio de preguntas sera

(5)#2(5) 2 (5) () oo () +o () + ()= ()

51/16

B[]

La serie de preguntas en la figura 4.41b usa una observacién realizada en ejemplos anteriores, tal que
las preguntas si/no deberian disenarse para que las dos respuestas sean equiprobables. Las preguntas en la
figura 4.41b satisfacen ese requerimiento. El niimero promedio de preguntas es

(1) +2(5)+2(5) 2 (5) +(5) (1) ++ () ++ ()

44/16

E[L]

De esta forma la segunda serie de preguntas logra un mejor desempeno.
Finalmente la entropia de X sera

1 1 1 1 1 1 1 1

que coincide con el desempeno de la segunda serie de preguntas.

El problema de disenar la serie de preguntas para identificar la variable aleatoria X es exactamente el
mismo que el problema de codificar la salida de una fuente de informacién. Cada salida de la fuente de
informacién es una variable aleatoria X, y la tarea del codificador es mapear cada salida posible en una
cadena tnica de digitos binarios. Es posible ver esta correspondencia teniendo en cuenta los arboles de la
figura 4.41 e identificando cada respuesta si/no con 0/1. La secuencia de ceros y unos desde el nodo superior
al nodo terminal define entonces la cadena binaria ("palabra de cédigo”) para cada salida. Se concluye
entonces que el problema de hallar la mejor serie de preguntas si/no es el mismo que el de hallar el cédigo
binario que minimiza la longitud promedio de palabra de cédigo.

En el resto de esta seccidén se discutira aspectos asociados con teoria de informacién. El primero de ellos
definira que la longitud promedio de la palabra de cédigo de cualquier cédigo no puede ser menor que la
entropia. El segundo resultado es que si la pmf de X consiste en potencias de 1/2 entonces existird un arbol
de codificacién que alcanza la entropia. Finalmente, mediante la codificacién de grupos de realizaciones de
X es posible lograr una palabra de cédigo de longitud promedio arbitrariamente proxima a la entropia. De
esta forma, la entropia de X representa el ndmero minimo promedio de bits requeridos para establecer la
realizacion de X.

Primero se mostrara que la longitud promedio de palabra de cédigo para cualquier arbol de codificaciéon
no puede ser menor que la entropfa. De la figura 4.41 es posible notar que el conjunto de longitudes {¢;}
asociadas a las palabras de cddigo para cualquier arbol binario completo satisface

K
doth=1 (4.15)
k=1

Para ver esto, es posible extender el arbol a la misma profundidad que la palabra de c6digo mas larga, como
ilustrado en la figura 4.42. Si se "poda” el arbol en un nodo de profundidad ¢, se removera una fraccién
27% de los nodos en el pie del mismo. Notar que el dual también es cierto: si un conjunto de longitudes de
palabra de codigo satisface la ecuacion anterior; entonces es posible construir un arbol de codificacién con
esas longitudes.

Considerar luego la diferencia entre la entropia y E[L] para cualquier arbol de codificacién binario, o sea
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K K
E[L]-Hx = Y LP(X=k)+>_ P(X =k)log, P(X = k)
k=1 k=1
K
= Y P(X =k)log, %

donde se ha expresado la entropia en bits. Esta ecuacién es la entropia relativa de (4.10) con g = 27%. De
esta forma con (4.11) se verifica que

E[L] > Hx con igualdad si y solo si P(X = k) = 2% (4.16)

Asi, el nimero promedio de preguntas para cualquier arbol de codificacién (y en particular el mejor arbol
de codificacién) no puede ser menor que la entropia de X. En consecuencia, es posible utilizar a la entropia
Hx como una cota para verificar el desempeno de cualquier cddificacion.

La ecuacién (4.16) implica también que si las realizaciones de X tienen todas probabilidades iguales a
potencia de 1/2, entonces es posible hallar un arbol de codificacién que logra la entropia. Si P(X = k) = 27%,
entonces se asigna la salida k a la palabra de cédigo de longitud £;. Es posible mostrar que siempre se puede
hallar un arbol de codificacién con esas longitudes teniendo en cuenta que la suma de todas las probabilidades
es igual a uno, y en consecuencia las longitudes de las palabras de cédigo satisfacen (4.15). La ecuacién
(4.16) implica entonces que F[L] = Hx.

Se alcanzé entonces el objetivo de verificar que la entropia de una variable aleatéria X representa el
nimero minimo promedio de bits requeridos para identificar su valor. En relacién a variables aleatorias
continuas, estas suponen valores en un alfabeto infinito, de forma que se requeriran en general un numero
infinito de bits para especificar el valor de la variable aleatéria. De esta forma, la interpretaciéon de entropia
como el nimero promedio de bits requeridos para especificar una variable aleatéria implica inmediatamente
que las variables aleatorias continuas tienen entropia infinita. Esto implica que cualquier representacién de
una variable aleatéria continua que utiliza un numero finito de bits tendra asociada inherentemente algun
tipo de aproximacién.

4.9.3 El método de maxima entropia

Sea X una variable aleatéria con Sx = {1,223, -+, 2k} y pmf desconocida p, = P(X = k). Es posible
suponer la estimacién de la pmf de X dado el valor esperado de alguna funcién g(X) de X, o sea

> g(wr)P(X () = ¢ (4.17)

k=1

Por ejemplo, si g(X) = X entonces ¢ = E[g(X)] = E[X], y si ¢(X) = (X — E[X]?) entonces ¢ = var[X].
Claramente este problema es indeterminado dado que el conocimiento de esos parametros no es suficiente
para especificar la pmf univocamente. El método de mdzima entropia permite una solucién aproximada a
este problema procurando la pmf que maximiza la entropia sujeta a la restriccién de (4.17).
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Suponiendo llevar a cabo el problema de maximizacién utilizando multiplicadores de Lagrange, se obtiene

Hx + A (Z g(zp)P(X () — c) =3 P(X =x)In % (4.18)

k=1

donde C' = e°. Notar que si {C’e‘kg(”)} forma una pmf, entonces la expresién anterior es el valor negativo
de la entropia relativa de esta pmf con respecto a p. A partir de la ecuacidén (4.11) se concluye que (4.18)
es siempre menor o igual a cero con igualdad si y solo si P(X = #3) = Ce~2(x)  Se mostrard ahora que
ademas esto conduce a la soluciéon de maxima entropia.

Es posible suponer que la variable aleatéria X tiene pmf pp = Ce=*9("%) donde C'y A se eligen de forma
de satisfacer (4.17) y obviamente de forma que p; sea una pmf. Entonces X tendrd una entropia

Hx = E[-lP(X)]=[-InCe M=) = —InC+ AE[g(X)] = —InC + Ae (4.19)

Es posible comparar ahora la entropia de (4.19) con la de alguna otra pmf ¢z que también satisfaga la
restriccién de (4.17). Considerar la entropia relativa de p con respecto a g, o sea

K

K
=> qelnpy + Y qe(—InC + Ag(xx))

a
Pk k=1 k=1
= —InC+Aie—H(q) = Hx — H(q)

K
0<H(gip) = Y qxln
k=1

De esta forma Hx > H(q) y p alcanza la mayor entropia.

Ejemplo. Sea X una variable aleatéria con Sx = {0, 1,---} y valor esperado E[X] = m. Hallar la pmf que
maximiza la entropia.
En este ejemplo, g(X) = X, de forma que

Pr = Ce M = 0ot

donde o = e7*. Claramente X es una variable aleatéria geométrica con media m = a/(1 — «) de donde

a =m/(m+1). De esto se obtiene que C =1—a =1/(m +1).

Cuando se trabaja con variables aleatérias continuas, el método de maxima entropia maximiza la entropia
diferencial dada por

- /_O:o fx(@2)In fx(x)dx

El parametro de informacion tiene la forma

e= Bl = [ @) fx (0)d (4.20)

— 00

La expresién de entropia relativa de (4.14) y la metodologia empleada para variables aleatérias discretas
pueden utilizarse en este caso para mostrar que la pdf fx(z) que maximiza la entropia diferencial entrd la
forma

fx(x) = Cem ) (4.21)
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donde C'y A se eligen de forma de satisfacer la restriccidén y tal que la integral de esta tltima ecuacién sea
igual a uno.

Ejemplo. Es posible suponer que la variable aleatéria continua X tiene varianza conocida o? = E[(X —m)?],
donde la media no esta especificada. Hallar la pdf que maximiza la entropia de X.
La ecuacién (4.21) implica que la pdf tendrd la forma

fX($) — Ce—A/(x—m)2

Es posible satisfacer el requerimiento de (4.20) haciendo que

1 1
A= — =
20? ¢ V2mo?

2

de forma que se obtiene una pdf Gaussiana con varianza ¢°. Notar que la media m es arbitraria; o sea,
cualquier eleccion de m produce una pdf que maximiza la entropia diferencial.
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