Capitulo 6

Transmision de datos en banda base

e Transmision digital a través de un canal banda base limitado en frecuencia

Senalizacion para canales de ancho de banda limitado

Probabilidad de error en la deteccidén de senales PAM

e Disenio en presencia de distorsién en el canal

e Sincronizacion de simbolos

En el capitulo anterior se discutié técnicas de comunicaciones digitales sobre un canal AWGN y se
evalué el desempeno del receptor éptimo en términos de probabilidad de error para varios tipos diferentes
de modulacién de pulsos. En este capitulo se estudiaran comunicaciones digitales sobre un canal banda base
modelado con un filtro lineal como limitacién de ancho de banda. Los canales con restricciones de ancho de
banda mas frecuentemente encontrados en la practica son los canales telefénicos, canales de radio microondas
de enlace visual y canales satelitales.

En general un canal como filtro lineal impone condiciones mas restrictivas sobre el diseno de las senales
de modulacién. Especificamente, las senales transmitidas deben disenarse para satisfacer la restriccion de
ancho de banda limitado impuesta por el canal. La restriccion de ancho de banda excluye generalmente la
utilizacién de pulsos rectangulares a la salida del modulador. En su lugar las senales transmitidas deben
conformarse para restringir su ancho de banda al disponible en el canal. El diseno de senales limitadas en
banda es uno de los tépicos tratados en este capitulo.

Se vera que un canal de filtro lineal distorsiona la senal transmitida. La distorsién introducida resulta en
interferencia intersimbolo a la salida del modulador y conduce a un incremento en la probabilidad de error
en el detector. Los dispositivos y métodos para corregir la distorsion de canal, denominados ecualizadores,
se discutiran también.

El método basico de modulacién considerado en este capitulo es PAM digital. Este tipo de modulacién es
particularmente adecuada para canales limitados en frecuencia debido a su alta eficiencia de ancho de banda.
Otros métodos de modulacidn eficientes se describiran en el préximo capitulo en el contexto de metodologias
de modulacién pasabanda.
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6.1 Transmision digital a través de un canal banda base limitado
en frecuencia

Un canal de ancho de banda limitado tal como una linea telefénica esta caracterizado por un filtro lineal con
respuesta impulsiva ¢(¢) y respuesta en frecuencia C'(f), donde

C(f) = /00 ce(t)e=I2m I dy

— 00

le3]

8

Figura 6.1: Magnitud y fase de un canal de ancho de banda limitado.

Si el canal tiene un ancho de banda limitado a B, Hz, entonces C(f) = 0 para |f| > B;. Cualquier
componente de frecuencia a la entrada del canal que sea mayor que B. Hz no pasara. Por esta razén es
posible considerar el disenio de senales para la transmisién a través del canal que es limitado en ancho de
banda a W = B, Hz como mostrado en la figura 6.1. De aqui en mas W serd la limitacién de ancho de
banda de la senal y el canal.

Es posible suponer ahora que la entrada al canal de ancho de banda limitado es una senal con forma de
onda gr(t). Luego, la respuesta del canal es la convolucién de gr(t) con ¢(), o sea

by = [ erort = rydr = (0 = 70

— 00

o, expresada en el dominio frecuencia

H(f) = C(N)Gr(f)

donde G'p(f) es el espectro (transformada de Fourier) de la sefial gr(t) y H(f) es el espectro de h(t). De
esta forma el canal altera o distorsiona la sefal transmitida gr ().

Es posible suponer que la senal a la salida del canal estd corrompida por AWGN. Luego la senal a la
entrada del demodulador es de la forma h(t)+n(t), donde n(t) es el AWGN. Recordando el Capitulo anterior,
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un demodulador que emplea un filtro que estd acoplado a la senal h(t) en presencia de AWGN maximiza la
relacién sefial a ruido (SNR) en su salida. En consecuencia, es posible pasar la sefial recibida h(t) + n(?) a
través de un filtro con respuesta en frecuencia

Gr(f) = H*(f)e™7™ 6.1)

donde %y es algin retardo de tiempo nominal durante el cual se muestrea la salida del filtro.
La componente de senal a la salida del filtro acoplado en el instante de muestreo ¢ = t; es

wit)) = [P = 62)

— 00

que es la energfa a la salida del canal A(t). La componente de ruido a la salida del filtro acoplado tiene media
cero y densidad espectral de potencia

Su(1) = SLIH(I

En consecuencia, la potencia de ruido a la salida del filtro acoplado tiene una varianza

= [ supar="2 [ imapa =25

La SNR a la salida del filtro acoplado sera

(S ) &2
NJ)o No&w/2 Ny
Este es el mismo resultado para la SNR de salida del filtro acoplado obtenido en el Capitulo anterior excepto
que la energia de la senal recibida &, ha reemplazado la energia de la senal transmitida &. Comparado
con el resultado previo la principal diferencia en este desarrollo es que la respuesta impulsiva del filtro esta
acoplada a la senal recibida h(t) en lugar de a la sefial transmitida. Notar que la implementacién del filtro

acoplado en el receptor requiere que h(t), o equivalentemente, la respuesta impulsiva del canal ¢(t), sea
conocida en el receptor.

Ejemplo. El pulso de senal gr(#) definido por

1 P T
gT(t):§[1+cos%<t—§)], 0<t<T

se transmite a través de un canal con una respuesta en frecuencia como mostrada en la figura 6.2a. El pulso
de senal se ilustra en la figura 6.2b. La salida del canal estd corrompida por AWGN con densidad espectral
de potencia Ny/2. Determinar el filtro acoplado a la sefial recibida y la SNR, de salida.

El problema puede resolverse mas facilmente en el dominio frecuencia. Primero, el espectro del pulso de
senal sera

B Z sin 7 f1 —infT _ Zsinc(fT) —jnfT
Grlf) = 5 TfT(1— f212)° 91—

El espectro |Gr(f)]? se muestra en la figura 6.2¢c. En consecuencia,

) _f G, Ifl<w
H(f)=C(N)Gr(f) = { O,T para todo otro f
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Figura 6.2: El pulso de senal mostrado en (b) transmitido por un canal ideal de ancho de banda limitado
mostrado en (a). El espectro de gr(t) se muestra en (c).

Luego, la componente de energia de senal a la salida del filtro acoplado a H(f) sera

B w 1 w (sin 7 fT)? T WT sin? ra
= [, r P = o [ ot e = e |y =

La varianza de la componente de ruido sera

a

2:&/W No&y

"= _W|GT(f)|2df: 5 (6.3)

en consecuencia la SNR de salida sera
5Y _2
N/, TN

En este ejemplo se observa que la senal a la entrada del canal no esta limitada en ancho de banda. En
consecuencia, solo una parte de energia de la senal transmitida es recibida. La cantidad de energia de senal a
la salida del filtro acoplado depende del valor del ancho de banda del canal W cuando la duracién del pulso
de senal es fija. El valor maximo de &, obtenido cuanto W — oo sera

oo T
maxé'h:/_ |GT(f)|2df:/0 g%(t)dt
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En el desarrollo anterior se consideré la transmisién y recepcién de una tinica senal gr(t) a través de un
canal de ancho de banda limitado con respuesta impulsiva ¢(2). Se observé que el desempeno del sistema
estd determinado por &, la energia de la senal recibida h(t). Para maximizar la energia recibida es necesario
asegurar que la densidad espectral de potencia de la senal transmitida se adecue a la banda de frecuencias
del canal. Con este objetivo se debe estudiar la densidad espectral de potencia de la senal de entrada. Esto
se discutird en préximas secciones. El impacto de la limitacién del ancho de banda del canal se refleja cuando
se considera la transmisién de una secuencia de senales. Este problema se analizara en la seccidén siguiente.

6.1.1 Transmision PAM en canales banda base limitados en frecuencia

Datos de R ) Datos de
Entrada Filtro de v{I) Canal rin Filtrode | y(1) y(kT) Salida
~—————| Transmision - i Recepcion 3| Muestreo - Detector
Gr(f) Gr(f)
Ruido

(D

Figura 6.3: Diagrama de bloques de un sistema PAM digital.

Es posible ahora considerar el sistema de comunicaciones banda base PAM ilustrado por el diagrama
funcional en bloques de la figura 6.3. El sistema consiste en un filtro de transmisién con respuesta impul-
siva gr(t), el canal de filtrado lineal con AWGN, un filtro de recepcién con respuesta impulsiva gg(t), un
muestreador que genera muestras periodicamente a la salida del filtro receptor y un detector de simbolos. El
muestreador requiere la extraccion del temporizado de la senal recibida. Esta senal de temporizado sirve co-
mo un reloj que especifica los instantes de tiempo apropiados para muestrear la salida del filtro de recepcién.
La extraccién de la senal de temporizado se considerara en la ultima secciéon de este Capitulo.

En general es posible considerar las comunicaciones digitales por medio de PAM M-ario. En consecuencia,
la secuencia de datos binarios de entrada se subdivide en simbolos de k bits, y cada simbolo se mapea en
un nivel de amplitud correspondiente que modula la salida del filtro de transmisién. La senal a la salida del
filtro de transmisién (la entrada al canal) puede expresarse como

oQ

v(t) = Z angr(t —nT)

n=—oQ

donde T'= k/Ry es el intervalo de simbolo (1/T = Ry/k es la velocidad de transmisién de simbolos), Ry es
la velocidad de transmisién (en bits/seg) v {an} es la secuencia de niveles de amplitud correspondientes a
la secuencia de bloques de k bits de informacién.

La salida del canal, recibida en el demodulador, puede expresarse como

oQ

r(t)= Y anh(t —nT)+n(t)

n=—oQ

donde A(t) es la respuesta impulsiva de la cascada del filtro transmisor y el canal, o sea h(t) = ¢(t) * g7 (),
c(t) es la respuesta impulsiva del canal y n(t) representa el AWGN.

La senal recibida pasa a través de un filtro lineal de recepcién con respuesta impulsiva gg(t) y respuesta
en frecuencia Gr(f). Si gr(t) estd acoplada a h(t) entonces la SNR es maxima en el instante de muestreo
apropiado. La salida del filtro de recepcién puede expresarse como

oQ

y(t) = > ana(t—nT) +v(l)

n=—oQ

donde x(t) = h(t) * gr(t) = g7 (t) * c(t) * gr(t) y v(t) = n(t) * gr(t) es el ruido aditivo a la salida del filtro
de recepcién.
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Para recuperar los simbolos de informacién {a,, }, la salida del filtro de recepcién se muestrea periodica-
mente cada T segundos. De esta forma

y(mT) = Z anx(mT —nT) +v(mT)
o equivalentemente
Ym = Z UnTm-n + Vm = Zoam + Z UnTm—n + Vm (64)
n=—oo n#m
donde ,, = (mT), vy, = v(mT) y m = 0,+1,£2,---. Se utilizard como reloj una senal de temporizado

extraida de la senal recibida, segin se discutira en la dltima seccién de este Capitulo.
El primer término de la derecha de (6.4) es el simbolo deseado ayy,, escalado por un pardmetro de ganancia
zg. Cuando el filtro de recepcidn estd acoplado a la sefial recibida h(t), el factor de escala sera

2o :/Oo h2(t)dt:/oo |H(f)|2df:/_w Gr( DIt = &,

— 00 — 00

como indicado por el desarrollo de (6.1) y (6.2). El segundo término de la derecha de (6.4) representa el
efecto de los otros simbolos en el instante de muestreo ¢ = mT, v se denomina wnterferencia intersimbolo
(IST). Este es un término indeseable que degrada el desempeno del sistema de comunicaciones digitales
PAM. Finalmente, el tercer término, v, que representa el ruido aditivo es una variable aleatéria Gaussiana
de media cero y varianza o2 = No&p, /2, previamente obtenida en (6.3).

Mediante el diseno apropiado de los filtros de transmisién y recepcién es posible satisfacer la condicién
z, = 0 para n # 0, de forma que el término de ISI desaparezca. En este caso, el uinico término que puede
producir errores en la secuencia digital recibida es el ruido aditivo.

En secciones préximas se considerard el diseno de los filtros de transmisién y recepcién que eliminan y/o
controlan la ISI. Primero, sin embargo, se determinara la densidad espectral de potencia de la senal PAM
transmitida. De esta forma, se establecera una relacién entre las caracteristicas espectrales de la senal PAM
v los requerimientos de ancho de banda del canal para transmitir la senal.

6.1.2 Espectro de potencia de senales PAM

La senal transmitida para el caso de PAM digital tiene la siguiente forma general

oQ

v(t) = Z angr(t —nT)

n=—oQ

donde {a,} es la secuencia de amplitudes correspondientes a los simbolos de informacién de la fuente y g (¢)
es la respuesta impulsiva del filtro de transmisién. Dado que la secuencia de informacién {a,} es aleatéria,
v(t) es una funcién muestra de un proceso estocdstico V(¢). En esta seccién se evaluara la densidad espectral
de potencia de V(¢). El procedimiento a seguir serd obtener primero la funcién autocorrelacién de V() y
luego su transformada de Fourier.

Primero, el valor medio de V(t) es

oQ oQ

EVt) = > Elanlgr(t—nT)=m, Y gr(t—nT)

n=—oQ n=—oQ

donde m, es el valor de amplitud media de la secuencia aleatéria {a, }. Notar que a pesar que m, es una
constante, el término ZZOI_OO gr(t — nT) es una funcién periédica con periodo T. En consecuencia, el valor
medio de V (¢) es periddico con periodo T.

La funcién autocorrelacién de V(¢) serd
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Ry(t+7,t) = E[V()V(t + 7)] Z Z [anar]gr(t — nT)gr(t + 7 —IT) (6.5)

N=—0o0 |[=—o00

Se supone en general que la secuencia de informacién {a,} es estacionaria en sentido amplio (ESA) con
secuencia de autocorrelaciéon

de forma que (6.5) puede expresarse como

Ry(t+11t) = Z Z aln=Dgr(t —nT)gr(t + 7 =1T)
= i Ry(m) i gr(t —nT)gr(t + 7 —nT —mT) (6.6)

Es posible notar que la segunda sumatoria de esta ecuacién es periddica con periodo 7. En consecuencia, la
funcién autocorrelacién Ry (t + 7,1) es periddica en la variable ¢, o sea

Ry(t+T+7,t+T)=Ry(t+rT,1)

Entonces, el proceso estocastico V() tiene media y autocorrelacién periédicas y se denomina por ello proceso
cicloestacionario.

La densidad espectral de potencia de un proceso cicloestacionario puede determinarse promediando
primero la funcién autocorrelacién Ry (¢ + 7,t) sobre un periodo T' y luego calculando la transformada
de Fourier de la funcién autocorrelacién promedio. De esta forma se tiene que

. T/2
Ry(r) = _/T/2 (t -+ t)dt
T2
= Z Z / 7t —nT)gr(t + 17— nT —mT)dt
m=—oo n=—00 T/2
0o nT+T/2
= Z Z / Ogr(t +7—mT)dt
m=—o00 n=-—o0 nT— T/2
1 & e
= 7 m_z_:oo R4(m) /_Oo gr()gr(t + 7 — mT)dt (6.7)

Es posible interpretar la integral de (6.7) como la funcién autocorrelacién temporal de gp(t) y definirla como

Ry = [ arwar(e+ i (6.8)

oQ

Con esta definicién la funcién autocorrelacién promedio de V(¢) toma la forma

oQ

Ru(r)= 2 3 Ra(m)Ry(r —m)

m=—00

De esta expresién es posible observar que Ry (1) tiene la forma de una sumatoria de convolucién. En
consecuencia la transformada de Fourier sera
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RV(T)e_jZWdeT

oQ ')

= 7 2 Ram) [ Ry mD)e I = LS (DG (D (6.9)

m=—00

wn

<

=

I
»-nl\
2 3

donde S, (f) es el espectro de potencia de la secuencia de informacién {a, }, definida como

Sa(f) = Ra(m)e9?mImT (6.10)

y Gr(f) es el espectro del filtro de transmisién. |Gr(f)|? es la transformada de Fourier de Ry(7).

El resultado de (6.9) ilustra la dependencia en la densidad espectral de potencia Sy (f) de la senal
transmitida de: 1) las caracteristicas espectrales del filtro de transmisiéon Gp(f) y 2) las caracteristicas
espectrales de la secuencia de informacién S, (f). Tanto Gp(f) como S,(f) puede disenarse para controlar
la forma de la densidad espectral de potencia de la senal transmitida.

Mientras la dependencia de Sy (f) debido a Gp(f) se entiende facilmente, el efecto de las propiedades de
la autocorrelacién de la secuencia de informacién {a,} es mas sutil. Primero, es posible observar que para
una autocorrelacién arbitraria R,(m), la densidad espectral correspondiente Sy(f) es periddica en frecuencia
con periodo 1/T. En realidad, se concluye de (6.10) que S,(f) tiene la forma de una serie de Fourier con
{Rq4(m)} como los coeficientes correspondientes. En consecuencia, la secuencia de autocorrelacién {Rq(m)}
es simplemente

1/27

Ra(m) = T/ Sa(f)ejznfdef

—1/27

Segundo, es posible considerar el caso en el cual los simbolos en la secuencia {a,} son mutuamente no
correlacionados. Entonces

o2+ m2, m=0
Ra(m):{ mZ’ m#o

donde ¢ = E[a?] — m? es la varianza de un simbolo de informacién. Sustituyendo R,(m) en (6.10) se

obtiene la densidad espectral de potencia

oQ

Sif) =t rm Y e

m=—00

El término de la sumatoria de la derecha de esta ecuacidn es periddico con periodo 1/T. Puede verse como
la serie de Fourier de un tren periédico de impulsos donde cada impulso tiene un drea 1/T. En consecuencia,
esta ultima ecuacién puede expresarse como

2 o0

S =i+ Y 8-

m=—00

Sustituyendo ahora en la expresién de Sy (f) dada por (6.9) se obtiene el resultado deseado para la densidad
espectral de potencia de la senal transmitida V(¢) cuando la secuencia de simbolos de informacién no estd
correlacionada. O sea,

oo
2 2 m

Sv(f) = ZlerP + 5 S Jor (B[ e (r-2) (6.11)

m=—00
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Esta expresiéon para la densidad espectral de potencia de la senal transmitida esta separada adrede en dos
términos para enfatizar los dos tipos diferentes de componentes espectrales. El primer término o2|Gr(f)|?/T
es el espectro continuo y su forma depende de Gp(f). El segundo término de (6.11) consiste en componentes
de frecuencia discretas espaciadas 1/7. Cada linea espectral tiene una potencia proporcional a |Gz(f)|?
evaluada en f = m/T. Es posible notar que las componentes de frecuencia discreta pueden eliminarse
haciendo que la secuencia de simbolos de informacién tenga media cero. Esta condicion se fuerza usualmente
en los métodos de modulacién digital porque las lineas espectrales discretas no son deseables. Para ser
especifico, la media m, en PAM digital se hace facilmente cero seleccionando los niveles de amplitud de
forma que sean igualmente probables posicionandolos simetricamente sobre el eje real. Bajo esta condiciéon
(mg = 0) se tiene que

Svif) = ZGa(nP (6.12)

De esta forma el disenador del sistema puede controlar las caracteristicas espectrales de la senal PAM digital
transmitida. El ejemplo siguiente ilustra la conformacién espectral resultante a partir de gr(t).

grit) &

LGN

(AT)?

~e|r¢
~j-
~|
~| @

3 L
T T

Figura 6.4: Un pulso rectangular g7(¢) y su densidad espectral de energia |Gz (f)|%.

Ejemplo. Determinar la densidad espectral de potencia en (6.11) cuando gr(t) es un pulso rectangular
como mostrado en la figura 6.4a.
La transformada de Fourier de gp(t) es

sin ﬂ-fTe_j”fT

Gr(f) = AT

En consecuencia,

sin 7 f1T'

ﬁiT) = (AT)*sinc?(fT)

|&ﬁW:Mﬂ%

Este espectro se ilustra en la figura 6.4b. Es posible notar que posee ceros en frecuencia en multiplos de 1/T
y que decae inversamente con el cuadrado de la frecuencia. Como consecuencia de los ceros en frecuencia de
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Gr(f) solo una tnica componente de (6.11) no desaparece. De esta forma, sustituyendo |Gz (f)|* en (6.11)
se obtiene

sin 7 f1T'
xfT

2
Sv(f) = oL A*T ( ) + A?m26(f) = o2 A% Tsinc?(fT) + A*m26(f)

El ejemplo siguiente ilustra la conformacion espectral que puede lograrse mediante operaciones realizadas
sobre la secuencia de informacion de entrada.

Ejemplo. Considerar una secuencia binaria {b,} a partir de la cual se forman los simbolos a,, = b,, + b,,_1.
Los {b,, } se suponen variables aleatdérias no correlacionadas con valores 1, cada una de media cero y varianza
unitaria. Determinar la densidad espectral de potencia de la senal transmitida.

La funcién autocorrelacién de la secuencia {a,, } serd

2 m=0
Ro(m) = Elanantm] = E[(bn + bn-1)(bngm + bpngym—1)] = 1 m==£1
0 para todo otro m

Dado que la densidad espectral de potencia de la secuencia de entrada es

Sa(f) = 2(1 4 cos 2nfT) = 4 cos T fT

y el espectro de potencia correspondiente para la sefial modulada es, de (6.9),

Sv(f) = %|GT(f)|2 cos? TfT

~

1

—

Vo

~

) —
I

()

Figura 6.5: Densidad espectral de potencia para (a) la secuencia de informacién y (b) la sefial modulada

PAM.
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La figura 6.5 ilustra la densidad espectral de potencia S,(f) de la secuencia de entrada y el correspondiente
Sv (f) cuando Gr(f) es el espectro del pulso rectangular.

Como demostrado en el ejemplo, el espectro de la senal trasmitida puede conformarse por medio de una
secuencia {a,} correlacionada a la entrada del modulador. Teniendo en cuenta del Capitulo anterior que
los cédigos de modulacién dependientes de estados producen generalmente secuencias correlacionadas, esto
provee una forma de conformacion espectral. Los cédigos de longitud de corrida limitada dependientes de los
estados se utilizan frecuentemente con este proposito. En la seccion siguiente se considerara las caracteristicas
espectrales de las senales moduladas producidas por esos codigos.

6.1.3 Espectro de potencia de senales con memoria

En el Capitulo anterior se demostrd que los cédigos de modulacién dependientes de los estados resultan
en senales moduladas con memoria. Tales senales fueron descriptas por cadenas de Markov, las cuales
son basicamente grafos que incluyen los ”"estados” posibles del modulador con las probabilidades de estado
correspondientes {p;} y transiciones de estado con las correspondientes probabilidades de transicién {p;; }.

La densidad espectral de potencia de senales moduladas digitalmente caracterizadas por cadenas de
Markov (ver Capitulo 2) puede obtenerse siguiendo el procedimiento bésico de la seccién anterior. De esta
forma, es posible determinar la funcién autocorrelacién y luego evaluar la transformada de Fourier para
obtener la densidad espectral de potencia. Para senales que se generan mediante una cadena de Markov con
matriz de probabilidades de transicion P, la densidad espectral de potencia puede expresarse en la siguiente
forma general

2

S = _Z: ZPiSi (%) 6 (f— %) + %ZPHSHZ
F2Re | SN peS (NS () (6.13)

i=1 j=1

donde K es el nimero de estados del modulador, S/(f) es la transformada de Fourier de la sefal s(t), donde
st =s;(t) — Zle prsE(t), ¥ Pij(f) es la transformada de Fourier de la secuencia discreta en tiempo p;;(n),
definida como

Pi(f) = szj(n)e_jz”””
n=1

El término p;;(n) es la probabilidad que una senial s;(t) sea transmitida n intervalos de senalizacién después
de la transicién de s;(¢). En consecuencia, {p;;(n)} son las probabilidades de transicién en la matriz de
transiciéon P™. Notar que cuando n = 1, P" = P, que es la matriz discutida en el Capitulo anterior.

Ejemplo. Determinar la densidad espectral de potencia de una sefial NRZI.
La senal NRZI esta caracterizada por la matriz de transicién

1
p- [ 2 ]
2
Notar que P" = P para todo n > 1. En consecuencia, con K = 2 estados y gr(t) = s1(t) = —sa(t), se
obtiene

NI NI

)= B 3 Jor (7)o (1 - 7) + M e

n=—oQ
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donde para un pulso rectangular de amplitud A,

Gr(n = (ary? (L) = (arysine(s)

Es posible notar que cuando p = 1/2 (senales igualmente probables) el impulso en el espectro desaparece y

S(f) se reduce a

S = G (P

Es posible observar también que el espectro de potencia de la senal NRZI para senales igualmente
probables es idéntico a la expresién en (6.12), lo cual se aplica a una secuencia {a,} no correlacionada
en el modulador. En consecuencia, es posible concluir que la simple operacion de precodificaciéon NRZI no
resulta en una secuencia correlacionada.

Ejemplo. Determinar la densidad espectral de potencia de una sefal modulada en retardo (codificacién
Miller).

La matriz de transicion de una senal modulada en retardo es

N

Il
== O O
On= O
= O O
O Ol

Las probabilidades de estado son p; = 1/4, para i = 1,2,3,4. Las potencias de P se obtienen facilmente
mediante el uso de la relacién Py = —%’y, donde v es la matriz correlacion de la senal con elementos

1 T
= [ st @

y las cuatro senales {s;(¢),i = 1,2, 3,4} se muestran en la figura 5.28, donde s3(t) = —s2(t) y s4(t) = —s1().
Puede obtenerse facilmente que

1 0 o0 -1
0 1 —1 0
7=l 0 -1 1 0
1 0 0 1

En consecuencia, las potencias de P pueden generarse de la relacién

1
prti, — —ZP’W, k>1

Con la ayuda de esas relaciones, la densidad espectral de potencia de una senal modulada en retardo se
obtiene de (6.13), y puede expresarse en la siguiente forma

1
= 23 -2 T —22 2n fT — 12 T ax fT
S(f) S FTV(I7 1 8 cos 87TfT)[ 3 cosTf cos2nf cos3nfT + Hcosdnf

+12cosba fT + 2cos b6 fT — 8cos 7w fT + 2 cos 87 T
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Cédigo RLL (2,7)
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Espec.
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Retardo
(Codigo Miller)

Figura 6.6: Densidad espectral de potencia de la codificaciéon Miller (modulacién de retardo), y sefiales banda

base NRZ / NRZI.

La densidad espectral de potencia de la senal NRZI y de la senal modulada en retardo se muestran en la
figura 6.6. Se observa que la senal NRZI tiene un espectro de potencia pasabajos con un pico en f = 0. Por
otro lado, la senal modulada en retardo tiene muy poca potencia en la vecindad de f = 0. También tiene
una densidad espectral de potencia relativamente estrecha. Esas dos caracteristicas la hacen particularmente
adecuada para su utilizacién en canales de almacenamiento de grabaciones magnéticas que utilizan cabezales
sensibles al flujo para escribir o leer de un disco. También se incluye para comparacién en la figura 6.6 la
densidad espectral de potencia de una sefial modulada generada por un cédigo (d, k) = (2,7) seguida por
NRZI. El c¢6digo de corrida limitada (2,7), previamente presentado en la tabla 5.3, se utiliza también en
canales de grabacion magnética.

Cuando no existe memoria en el método de modulacién, la senal transmitida en cada intervalo de se-
nalizacién es independiente de las formas de onda transmitidas en intervalos de senalizacién previos. La
densidad espectral de potencia de la senal resultante puede atin expresarse en la forma de (6.13) si la matriz
de transicién de probabilidades es sustituida por

1 p2 - PK

1 p2 - PK
P = . . .

1 p2 - PK

y se impone la condiciéon que P" = P para todo n > 1 como consecuencia de la modulacién sin memoria.
Bajo esas condiciones, la expresién para S(f) dada por (6.13) se reduce a la forma mds simple

2 &
= i(1—pq)|SiI?
+ 3 nl s

S s (25 (r-2)

i=1

SN = Y

n=—oQ

2 3 S b ReSHDS; (1P () (6.14)

i=1i<jj=1

Nl

Se observa que el resultado previo para la densidad espectral de potencia de PAM sin memoria dado
por (6.11) es un caso especial de la expresién en (6.14). Especificamente, si se tienen K = M sefiales, las
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cuales son versiones escaladas en amplitud de un pulso bésico gr(?), o sea s, (t) = amgr(t), donde a,, es la
amplitud de la sefal, entonces Sy, (f) = am Gr(f) v (6.14) se convierte en

) = & () 3 [er ()00 5)

i=1 n=—00
1 | & M M
2 2
+7 ;Pi(l—pi)ai—Qi_lzi;j;pipjaia]’ Gz (f)] (6.15)

Si se compara (6.11) con (6.15), las dos expresiones son idénticas cuando el valor medio y la varianza de la
secuencia de informacién toman la forma

M
Mg = Zaipi
i=1
M M M
oh = Zpi(l_Pi)a?_Q Z Zpipjaiaj
i=1 i=1i<j j=1

En consecuencia (6.14) es la forma mds general para la densidad espectral de potencia de sefiales moduladas
sin memoria, dado que se aplica a senales que pueden tener diferentes formas de pulso.

6.2 Senalizacién para canales de ancho de banda limitado

De la seccion anterior es posible recordar que la salida del filtro de transmisién para un sistema de comuni-
caciones PAM puede expresarse como

oQ

v(t) = Z angr(t —nT)

n=—oQ

donde la salida del canal, o sea la senal recibida por el demodulador, puede expresarse como

oQ

r(t)= > amh(t—nT)+n(t)

n=—oQ

donde h(t) = c(t) * gr(t), c(t) es la respuesta impulsiva del canal, gr(¢) es la respuesta impulsiva del filtro
de transmisién y n(t) es una funcién muestra de un ruido AWGN.

En esta seccién se considerara el problema de disennio de un filtro de transmisiéon de banda limitada.
El diseno considerara en principio que no existe distorsién en el canal. Posteriormente se considerara el
problema de diseno del filtro cuando el canal distorsiona la senal transmitida. Dado que H(f) = C(f)Gr(f),
la condicién para transmisién sin distorsién es que la respuesta en frecuencia caracteristica C(f) del canal
tenga magnitud constante y fase lineal sobre el ancho de banda de la senal transmitida. O sea,

[ oI | < W
C(f)‘{ o, Ifl>w

donde W es el ancho de banda disponible de canal, ¢y representa un retardo arbitrario finito, definido por
conveniencia igual a cero, y Cy es un factor de ganancia constante, definido igual a uno por conveniencia.
De esta forma, bajo la condicién que el canal no introduzca distorsién, H(f) = Gr(f) para |f| < W y cero
para |f| > W. En consecuencia, el filtro acoplado tiene una respuesta en frecuencia H*(f) = Gh(f) v su
salida en instantes de muestreo peridédicos ¢ = mT" tiene la forma

y(mT) = 2(0)am, + Z anx(mT —nT) 4+ v(mT)

n#m
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0 mas simplemente

Yn = TolGm + Z UpZp—n + Vm (616)

n#m

donde z(t) = gr(t)*gr(t) y v(t) es la respuesta de salida del filtro acoplado a un proceso de entrada AWGN

n(t).

7 NL N
8K

et Sl N

BINARIO CUATERNARIO

(a)
Instante de muestreo
dptimo

Distorsion de los cruces
por cero
1

Sensibilidad a errores

de temporizado
- -

1
]
t
\ t
b
1
T
I
h
:

?

Distorsién pico Margen deruido
Figura 6.7: Patrén de ojo. (a) Ejemplos de patrones de ojo para ASK binaria y cuaternaria. (b) Efectos de
la ISI sobre la apertura del ojo.

El término central de la derecha de (6.16) representa la ISI. La cantidad de IS y ruido que estan presentes
en un sistema PAM digital pueden observarse en un osciloscopio. Especificamente, es posible mostrar la senal
recibida sobre la entrada vertical con el barrido horizontal a una frecuencia 1/7. La figura resultante en el
osciloscopio se denomina patrén de ojo por su semejanza con el ojo humano. En la figura 6.7a se ilustran
dos ejemplos de patrén de ojo para PAM binaria y PAM cuaternaria.

El efecto de la ISI es que el ojo se cierre, reduciendo de esa forma el margen para que el ruido aditivo
cause errores. La figura 6.7b ilustra el efecto de la ISI al reducir la apertura del ojo. Notar que la ISI
distorsiona la posicion de los cruces por cero y causa una reduccién del ojo. En consecuencia, el sistema es
mas sensible a un error de sincronizacién y exibe un menor margen contra el ruido aditivo.

A continuacién se considerard el problema de disefio de senal bajo dos condiciones: 1) que no exista ISI
en los instantes de muestreo y 2) que se permita una cantidad de ISI controlada.

6.2.1 Diseno de senales de ancho de banda limitado para ISI nula

Como indicado antes, la transformada de Fourier de la senal de salida del filtro receptor de un sistema

general de comunicaciones digitales estd dada por X(f) = Gr(f)C(f)Gr(f) donde Gr(f) y Gr(f) son las
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respuestas en frecuencia de los filtros de transmisién y recepcién y C(f) es la respuesta en frecuencia del
canal. Se vié también que la salida del filtro receptor, muestreada en t = m7T', esta dada por

Ym = 2(0)apm + Z z(mT — nTa, +v(mT)

n=-—00,Nn#m

Para remover el efecto de la IST es necesario y suficiente que z(m7T — nT) = 0 paran # m y 2(0) # 0,
donde sin pérdida de generalidad se supondrd que z(0) = 1. Esto significa que el sistema de comunicaciones
completo se ha disenado tal que

x(nT):{ é: 2;8

Fn esta seccién se obtendran condiciones necesarias y suficientes sobre X (f) tal que #(¢) satisfaga la condicién
anterior. Esta condicién se conoce como Critério de forma de pulso de Nyquist o Condicion de Nyquist para
IST cero y se sintetiza en el siguiente teorema.

Teorema (Nyquist). La condicién necesaria y suficiente para que z(t) satisfaga

2(nT) = { (1) Z ;8 (6.17)

es que su transformada de Fourier satisfaga

oQ

S X (r+5)

m=—00

T (6.18)
Prueba: Si z(?) es la transformada inversa de X(f), entonces

- /Oo X(f)ei? It df

En los instantes de muestreo t = nl' se tiene que

x(nT) = /_Oo X(f)e2mint qf (6.19)

Es posible escribir (6.19) como una suma infinita de integrales cubriendo el rango finito de 1/T tal que

00 (2m+1)/27T '
e(nT) = / X(f)e]Zﬂ'fanf
Moo Y (2m=1)/2T
1/2T
_ Z / )ej27rfanf
e o 1/2T
1/2T 0o m '
— X f+_ e]Zﬂ'fanf
/_1/2T m:z—:oo ( T)
1/2T '
= / Z(f)ed 2™t qf (6.20)
—1/2T

donde Z(f) se ha definido como
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oQ

20 = Y xX(r+1)

m=—00

Obviamente Z(f) es una funcién periddica con periodo 1/T, y en consecuencia puede expandirse en términos
de los coeficientes {z,} de su serie de Fourier como

Z(5) = > eI (6.21)
donde
1/27 '
Zy = T/ Z(f)e=rmIT qf (6.22)
—1/2T
Comparando (6.22) con (6.20) se obtiene que
zn = To(—nT) (6.23)

En consecuencia, la condicién necesaria y suficiente para que (6.17) sea satisfecha es que

P T, n=0
"T10, n#0

lo cual, cuando sustituido en (6.21), produce

con lo que se concluye la prueba.

zn=3 x(r+%) 4

n=oo

h.!

~

~l= pees
~| =

- —=+ W , =~ W
y T
Figura 6.8: Gréfico de Z(f) para el caso T'< 1/2W.

Suponiendo ahora un canal con ancho de banda W, C(f) = 0 para |f| > W y en consecuencia, X(f) =0
para |f| > W, es posible distinguir los siguientes casos
1. T < ﬁ, o equivalentemente % > 2W. Como Z(f) estd formada por réplicas no solapadas de X (f),
separadas por 1/7T como mostrado en la figura 6.8, no existe eleccién que permita asegurar Z(f) =T
en este caso y en consecuencia no existira forma de disenar un sistema sin ISI.
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1
T W=7

Il

Figura 6.9: Gréfico de Z(f) para el caso T'= 1/2W.

2. T = ﬁ, o equivalentemente % = 2W (la frecuencia de Nyquist). En este caso las réplicas de X (f),
separadas 1/T' estdn en el limite de solapamiento como mostrado en la figura 6.9. Es claro que en este

caso existe una unica X (f) que resulta en Z(f) =T, o sea

Xm:{a =

de forma que

x@):smc<%)

Esto significa que el menor valor de 7" para el cual es posible la transmisién con ISI nula es 7' = ﬁ, y
para este valor #(¢) debe ser la funcién sine. La dificultad con esta eleccién de z(¢) es que se trata de
una funcién no causal y en consecuencia no realizable. Para hacerla realizable se utiliza una versién
con retardo de la misma, o sea sinc (t_Tt”) donde t; se elige tal que para ¢ > 0 sea sinc (t_TtD) =~ 0.
Obviamente que con esta eleccién de z(¢) el instante de muestreo también debe desplazarse a mT +1q.
Una segunda dificultad con esta forma de pulso es que la velocidad de convergencia a cero es lenta. La
forma de #(t) decae con una velocidad 1/t y en consecuencia un pequefio error de temporizado en el
muestreo de la salida del filtro acoplado en el demodulador resulta en una serie infinita de componentes
de ISI. Dicha serie no es absolutamente sumable y por lo tanto la sumatoria de las ISIs resultantes

puede no convergir.

N ny A
2p=2, X(f+3)
] ]
: !
H H
1 -W 1 1 W 1
T 7w Fo¥ T

Figura 6.10: Gréfico de Z(f) para el caso T'> 1/2W.

3. T > 55, o equivalentemente £ < 2W. En este caso Z(f) consiste en réplicas solapadas de X(f)
separadas 1/T, como mostrado en la figura 6.10. En consecuencia existen numerosas elecciones para

X(f) tal que Z(f)=T.
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6.2.2 Solucién practica

Un pulso para el caso T > % que tiene propiedades espectrales deseables y que ha sido ampliamente utilizado
en la practica es el pulso coseno elevado. La caracteristica en frecuencia del pulso coseno elevado estd dada
por

A 0<|fl < (1—a)/2T
Xee(f) =4 Tl4cos L (|f| - =2)], =2 §1+j;| < o
0 lEE

donde « se denomina factor de caida (rolloff) que toma valores en el rango 0 < o < 1. El ancho de banda
ocupado por esta senal mas alla de la frecuencia de Nyquist se denomina ancho de banda en exceso y se
expresa usualmente como porcentaje de la frecuencia de Nyquist. Por ejemplo, cuando o = 1/2, el ancho
de banda en exceso es del 50 % y cuando o = 1 el ancho de banda en exceso es del 100 %. El pulso con
espectro coseno elevado tiene la siguiente forma

2(t) = sinc (%) %

x(r)

Figura 6.11: Pulsos con espectro coseno elevado.

Notar que x(t) estd normalizado de forma que z(0) = 1. La figura 6.11 ilustra el espectro del pulso coseno
elevado correspondiente a o« = 0,1/2, 1. Es posible notar que para o = 0, el pulso se reduce a z(t) = sinc(t/T)
y la velocidad de transmisién serd 1/7 = 2IW. Cuando a = 1 la velocidad de transmisién serd 1/7 = W. En
general, la cola de x(t) decae con 1/t? para o > 0. En consecuencia, un error de temporizado en el muestreo
conduce a una serie de componentes de ISI que convergen en el peor caso a un valor finito.

Debido a las caracteristicas suaves del espectro del pulso coseno elevado es posible disenar filtros practicos
para el transmisor y el receptor que aproximen la funcién transferencia total. En el caso especial en el que

el canal es ideal (C(f) = rect (%)), se tendra que

Xee(f) = Gr(£)GR(S)

En ese caso, si el filtro en el receptor estd acoplado al filtro de transmisién, se tendrd que X,.(f) =

Gr(f)Gr(f) = |Gr(f)]?. 1dealmente
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Gr(f) = VIXoe(f)le7?2m /00

y Gr(f) = G%(f), donde ty es algtin retardo nominal requerido para garantizar la realizabilidad fisica
del filtro. De esta forma, la caracteristica espectral del pulso coseno elevado se divide entre el filtro del
transmisor y el filtro del receptor. Debe notarse que sera necesario también un retardo adicional para
asegurar la realizabilidad fisica del filtro del receptor.

6.2.3 Diseno de senales limitadas en frecuencia con ISI controlada

De la discusién del diseno de senales para ISI nula es posible notar que es necesario reducir la velocidad
de transmisién de simbolos 1/T por debajo de la frecuencia de Nyquist de 2 simbolos por segundo para
disenar los filtros de transmision y recepcion. Por otro lado, si se elige relajar la condicion de ISI nula, y
de esta forma lograr una velocidad de transmisién de 2W simbolos/seg, entonces es posible permitir una
cantidad de ISI controlada para lograr este objetivo.

Se vié que la condicién de IST nula es 2(nT) = 0 para n # 0. Sin embargo, es posible suponer el diseno de
la senal de banda limitada de forma de tener una cantidad controlada de ISI en algiin instante. Esto significa
que se permite un valor no nulo adicional en las muestras {z(nT)}. La IST introducida es deterministica o
”controlada” y en consecuencia puede ser tenida en cuenta en el receptor como se discutira en lo que sigue.

Senales de respuesta parcial

Un caso especial que conduce a filtros de transmisién y recepcién fisicamente realizables (aproximadamente)
estd especificada por las muestras

Usando ahora (6.22) se tiene que

la cual sustituida en (6.21) produce

Z(f) =T + Te /27T

Sin embargo, para

Como en la seccién anterior es imposible satisfacer la ecuacién anterior para T' < ﬁ

T= ﬁ se tiene que
ﬁ[l—l—e‘jﬂf/w], lfl<W
0, vf

_ #e‘jzﬂf/wcos (;—f), lfl<W
0, vf
Entonces x(t) estard dada por

z(t) = sinc(2Wt) 4 sinc(2Wt — 1)

Este pulso se denomina senal duobinaria, y se ilustra junto a su espectro en la figura 6.12. Es posible notar
que el espectro cae a cero suavemente, lo cual significa que puede disenarse un filtro fisicamente realizable
que lo aproxime adecuadamente. De esta forma es posible alcanzar una velocidad de transmision de 2W
simb /seg.
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Figura 6.12: Caracteristicas en el dominio tiempo y frecuencia de una senal duobinaria.

Otro caso especial que conduce a filtros de transmisién y recepcién fisicamente realizables (aproximada-
mente) estd especificada por las muestras

n 1, n=1
e(nT)=2(=)=<¢ -1, n=-1
2W
0, Yn

El pulso #(t) correspondiente estd dado por

z(t) =sinc(t + T)/T —sinc(t = T)/T

y su espectro es

A (ITIIW _mimH W) = gin IL | f < W

xp = {7 .

Este pulso y la magnitud de su espectro se ilustran en la figura 6.13, y se denomina usualmente senal
duobinaria modificada. Es interesante notar que el espectro de esta senal tiene un cero en el origen, lo que
la hace adecuada para la transmisién sobre un canal que no deje pasar cc.

Es posible obtener otras caracteristicas de filtros fisicamente realizables seleccionando diferentes valores
para las muestras {z(n/2W)} y mas de dos valores de muestras no nulas. Sin embargo, cuando se seleccionan
mas muestras no nulas el problema de eliminar la ISI controlada se vuelve mas complicado e impractico.

En general, la clase de senales de banda limitada que tiene la forma

B n \ sin2aW(t —n/2W)
w(t)y= ) x(ﬁ) 2rW(t — n/2W)

y su correspondiente espectro

537 Lonoo @ (g3) TVl < W

xp = {7 vl

se denominan senales de respuesta parcial ya que se introduce ISI controlada seleccionando dos o mas
muestras no nulas del conjunto {x(n/2W)}. Los pulsos de sefial resultantes permiten la transmisién de
simbolos a la velocidad de Nyquist de 2W simb/seg. La deteccién de los simbolos recibidos en presencia de
ISI controlada se describira a continuacién.
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Figura 6.13: Caracteristicas en el dominio tiempo y frecuencia de una senal duobinaria modificada.

6.2.4 Deteccién de datos para ISI controlada

En esta seccién se describiran dos métodos para detectar simbolos de informacién en el receptor cuando la
senal recibida contiene ISI controlada. Uno es un método de deteccién simbolo por simbolo, relativamente
facil de implementar. FEl segundo método se basa en el critério de Maxima Verosimilitud para detectar
secuencias de simbolos. Este ultimo método minimiza la probabilidad de error pero es un poco mas complejo
de implementar. En particular, es posible considerar la deteccién de senales de respuesta parcial duobinarias
y duobinarias modificadas. En ambos casos se supondra que la caracteristica espectral deseada X (f) para la
senal de respuesta parcial se divide entre los filtros de transmisién y recepcién, o sea, |Gr(f)| = |Gr(f)| =

X (NI

Deteccién simbolo por simbolo

La senal duobinaria estaba definida por #(n7T) = 1 para n = 0,1 y cero para todo otro n. En consecuencia,
las muestras a la salida del filtro receptor tienen la forma

Ym :bm‘i'ym =am t+ qm_1 + Vm (624)

donde {an, } es la secuencia de amplitudes transmitidas y {vy,} es una secuencia de muestras AWGN. Tg-
norando el ruido por el momento y considerando el caso binario donde a,, = %1 con igual probabilidad,
entonces by, toma uno de tres posibles valores b,, = —2,0,2 con probabilidades asociadas 1/4,1/2,1/4, res-
pectivamente. Si ap,—1 es el simbolo detectado en el intervalo (m — 1), su efecto sobre by, la senal recibida
en el intervalo m puede eliminarse por substraccion, permitiendo de esa forma detectar a a,,. Este proceso
puede repetirse secuencialmente para cada simbolo recibido.

El principal problema con este procedimiento es que los errores que ocurren debido al ruido aditivo
tienden a propagarse. Por ejemplo, si a,,_1 esta errado, su efecto sobre b,, no se elimina sino que se refuerza
a través de una substraccién incorrecta. En consecuencia, la deteccién de a,, es muy probable que esté
también en error.

La propagacién del error puede evitarse mediante la precodificacién de los datos en el transmisor, en
lugar de eliminar la ISI controlada mediante substraccion en el receptor. La precodificacion se realiza sobre
la secuencia de datos binarios previamente a la modulacién. A partir de la secuencia de datos {d,} de Os y
1s a ser transmitida se genera una nueva secuencia {p,} denominada secuencia precodificada. Para el caso
de la senal duobinaria la secuencia precodificada esta definida por

Pm =dm O pm_1 m=12,---
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Datos d, r 110 1 o0 0O 1 0 0O O 1 1 0 1
Precodificadap, 0 1 0 1 1 o o 1 1 1 1 0 1 1 0
Transmitidaa, -1 1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 -1 1 1 -1
Recibida b, o 00 2 0 -2 -2 0 2 2 2 00 2 0
Decodificada d,, 1 1 1 0 1 0 o0 1 0 0 0 1 1 0 1
Tabla 6.1: Senalizacién binaria con pulsos duobinarios
donde el simbolo & es la substraccién médulo 2'. Luego, se hace ¢, = —1sipm =0y @y, = L sipn =1, 0

sea, d.,;, = 2pm — 1. Esta operacién de precodificacion es idéntica a la descripta previamente en el contexto
de la discusién de la senal NRZI.
Las muestras sin ruido a la salida del filtro receptor estan dadas por

b = tm + Am—1 = (2pm - 1) + (2pm—1 - 1) = 2(pm + Pm-1 — 1)
En consecuencia,

bm
+1

Pm + Pm-1= 7

Dado que d;, = prm @ pm—_1, se concluye que la secuencia de datos d,, se obtiene a partir de b,, como

dm:%n—l (mod 2)

En consecuencia, si b,, = 2, d,, = 0 y si b,, = 0 entonces d,, = 1. Un ejemplo que ilustra las operaciones
de precodificacién y decodificacion se muestra en la tabla 6.1. En presencia de ruido aditivo las muestras de
salida del filtro receptor estdn dadas por (6.24). En este caso, ym = by + v se compara con los umbrales
en +1 y —1. La secuencia de datos {d, } se obtiene de acuerdo a la siguiente regla de deteccién

4 — 1, st —l<yn<l1
L0, st fym| >0
La extension de PAM binaria con senalizacion PAM multinivel utilizando los pulsos duobinarios es directa.
En este caso la secuencia {a,,} de M amplitudes resulta en una secuencia (sin ruido) dada por
b = am + a1 m=1,2,..

la cual posee 2M — 1 niveles posibles equiespaciados. La amplitud de los niveles esta determinada por

am = 2pm — (M — 1) (6.25)

donde {pm, } es la secuencia precodificada obtenida de una secuencia de datos de M niveles {d,,} a partir de

Pm = dm © Pm—1 (HlOd M)

donde los valores posibles de la secuencia {d,,} son 0,1,2, --- M — 1.
En ausencia de ruido las muestras a la salida del filtro receptor pueden expresarse como

b = tm + Am—1 = 2[pm + Pm-1 — (M - 1)]

1A pesar que es idéntica a la suma médulo 2, es conveniente ver la operacién de precodificacién para el caso duobinario en
términos de la substraccién médulo 2.
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Datos d,, o o 1 3 1 2 0 3 3 2 0 10
Precodificada p, 0 0 0 2 3 3 1 2 1 1 3 2 2
Transmitidae, -3 -3 -3 -1 1 3 3 -1 1 - -13 1 1
Recibida b, 6 6 -4 0 4 6 2 0 0 -2 2 4 2
Decodificada d,, o o 1 3 1 2 0 3 3 2 0 1 0

Tabla 6.2: Senalizacién multinivel con pulsos duobinarios

En consecuencia

(M —1)

Pm + Pm-1= 7

Dado que dy, = pm + Pm—1 (mod M), se concluye que

dm:bTm—l—(M—l) (mod M)

Un ejemplo ilustrando la precodificaciéon y decodificacion multinivel se muestra en la tabla 6.2.

En presencia de ruido la senal mas ruido recibidos se cuantizan al nivel de sefial posible mas préximo y
se utiliza el procedimiento anterior sobre los valores cuantizados para recuperar la secuencia de datos.

En el caso del pulso duobinario modificado la IST controlada estd especificada por los valores z(n/2W) =
—1,paran =1y z(n/2W)=1paran = —1, y cero en todo otro caso. En consecuencia, la muestra libre de
ruido a la salida del filtro receptor estara dada por

bm = Qm — Am-2

donde la secuencia multinivel {a,,} se obtiene mapeando una secuencia precodificada de acuerdo a la relacién

(6.25) y

Pm = dm © Pm—2 (HlOd M)

A partir de esas relaciones es facil mostrar que la regla de deteccién para recuperar la secuencia de datos
{dn} a partir de {b,,} en ausencia de ruido es

dy, = b—m (mod M)
2

Como se demostré antes, la precodificacién de la secuencia de datos en el transmisor hace posible detectar
los datos recibidos simbolo por simbolo sin necesidad de tener en cuenta los simbolos anteriores. De esta
forma se evita la propagacién de errores.

La regla de deteccién simbolo por simbolo no es un esquema de deteccion éptimo para senales de respuesta
parcial. Independientemente de ello la deteccién simbolo por simbolo es relativamente simple de implementar
v se utiliza en muchas aplicaciones practicas que involucran senales duobinarias y duobinarias modificadas.
Su desempeno en términos de probabilidad de error se estudiard en una seccién proxima.

Deteccidén de secuencias con Maxima Verosimilitud

De la discusién anterior es claro que las de respuesta parcial son senales con memoria. Esa memoria puede
representarse convenientemente mediante una trellis. Por ejemplo, la trellis para una senal de respuesta
parcial duobinaria para transmisién de datos binarios se ilustra en la figura 6.14. Para modulacién binaria
esa trellis tiene dos estados, correspondientes a los dos valores posibles de salida a,, = +1. Cada rama en
la trellis se rotula mediante dos nimeros El primer nimero a la izquierda es el bit de dato nuevo, o sea
am4+1 = £1. Este nimero determina la transicién hacia un nuevo estado. El nimero a la derecha es el nivel
de senal recibida.
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112 12 12

f -1/-2 liT -1/-2 ? -1/-2 T

t=2T 1=3T

1

Figura 6.14: Trellis para una senal duobinaria de respuesta parcial.

La senal duobinaria tiene una memoria de longitud L = 1. En consecuencia, para el caso de modulacién
binaria la trellis tendrd S; = 2F estados. En general, para modulacién M-aria el nimero de estados de la
trellis serd M*.

El detector de secuencias éptimo de Mdxima Verosimilitud (ML) selecciona el camino mds probable a
través de la trellis observando la secuencia de datos recibidos {y,,} en los instantes de muestreo ¢t = mT),
m=1,2,---. En general cada nodo en la trellis tendra M caminos entrantes y M métricas correspondientes.
Se selecciona uno de los M caminos entrantes como el mas probable, basandosé en los valores de las métricas,
v los otros M — 1 caminos y sus métricas se descartan. El camino superviviente en cada nodo se extiende
luego a M nuevos caminos, uno por cada uno de los posibles M simbolos de entrada, y se continua el proceso
de bisqueda. Este es basicamente el algoritmo de Viterbi para realizar la blisqueda sobre la trellis.

Para la clase de senales de respuesta parcial, la secuencia recibida {y,, 1 < m < N} se describe

estadisticamente mediante la pdf conjunta f(yy|a), donde yn = (y1,y2, -, yn). y an = (a1, as, -+, an)?
y N > L. Cuando el ruido es AWGN, f(yy|a) es una pdf multivariable definida por
_ 1 [- 3 y-bx)"C™ (Y —bu)]
f(yN|a) - [QTdet(C)]l/ze
donde by = (b1, b2,---,bn)T es la media del vector yy y C es la matriz covarianza (N x N) de yy. Luego,

el detector de secuencias ML selecciona la secuencia a través de la trellis que maximiza la pdf f(yy|a).
El computo para hallar la secuencia mas probable a través de la trellis se simplifica teniendo en cuenta
el logaritmo natural de f(yy|a). De esa forma,

In f(ynla) = _% In[27 det(C')] — %(yN - bN)TC_l(yN —by)

Dada la secuencia {ym}, la secuencia de datos {a,,} que maximiza In f(yy|a) es idéntica a la secuencia
{am} que minimiza (yy — by )" C H(yx — by), 0 sea

ay = arg min,, [(yy —bn)TC (yy — by)] (6.26)

La busqueda del camino de menor distancia a través de la trellis puede realizarse secuencialmente me-
diante el uso del algoritmo de Viterbi. Es posible considerar la senal duobinaria con modulacién binaria y
considerando inicialmente el estado inicial ag = 1. Luego suponiendo recibir y; = a1 + ag + 1 en el instante
t =Ty ys = as + a; + v en el instante ¢ = 27", se tienen cuatro caminos candidatos correspondientes a
(ar,a2) = (1,1), (=1,1), (1,=1) y (=1,—1). Los dos primeros caminos candidato convergen en el estado
1 ent = 27. Para los dos caminos convergiendo al estado 1 se calculan las métricas pa(1,1) y pa(—1,1)
y se selecciona el camino mas probable. Un calculo similar se realiza en el estado —1 para las secuencias
(1,=1) y (=1,—1). De esta forma una de las dos secuencias en cada nodo se guarda y la otra se descarta.
La busqueda sobre la trellis continta al recibir uma muestra de senal ys en el instante ¢ = 37", extendiendo
los dos caminos supervivientes del instante ¢t = 27"

Los calculos de las métricas se complican debido a la correlacién de las muestras de ruido a la salida
del filtro acoplado para el caso de una senal de respuesta parcial. Por ejemplo, en el caso de una senal
duobinaria la correlacién de la secuencia de ruido {vy,} se verifica sobre dos muestras de senal sucesivas. En
consecuencia, Vm ¥ Vm4k estan correlacionadas para k = 1 y no correlacionadas para & > 1. En general, una
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senal de respuesta parcial con memoria L resultara en una secuencia de ruido correlacionada a la salida del
filtro acoplado que satisface la condicién E[v,vmar] > 0 para k > L.

Si se ignora la correlacién del ruido, o sea, E[vmVim+r] = 0 para k > 0, es posible introducir algunas
simplificaciones en el calculo de la métrica. Luego si por suposicién C = ¢2I donde 02 = E[vZ] e I es la
matriz identidad de (N x N), entonces (6.26) se simplifica a

ay = arg minaN [(yn — b)) C (yy — b))

m=1

= argmin, lz (Y — bm)Z] (6.27)

donde

L
by = E LTEAm—k
k=0

y «; = x(kT) son los valores de las muestras de la sefial de respuesta parcial. En este caso el cilculo de las
métricas en cada nodo de la trellis tiene la forma

ponln) = um_1<am_1>+(ym—2xkam_k) (6.28)

donde fi,(am) son las métricas en el instante ¢ = mT, piym—1(am—1) son las métricas en el instante ¢ =
(m — 1)T y el segundo término del lado derecho de (6.28) representa los nuevos incrementos sobre las
métricas en base a la nueva muestra de senal recibida y,,.

Como se indicd en el Capitulo anterior, la detecciéon de secuencias ML introduce un retardo variable
al detectar cada simbolo de informacién recibido. En la practica el retardo variable se evita truncando las
secuencias supervivientes a los Ny simbolos mas recientes, donde Ny > b1, logrando de esta forma un retardo
fijo. En el caso que M* secuencias supervivientes difieran en el instante ¢ = m71" en el simbolo a,,_ x,, puede
elegirse el simbolo mas probable de la secuencia superviviente. La pérdida de desempeno resultante de este
truncamiento es despreciable s1 Ny > 51L.

Ejemplo. Expresar el cdlculo de la métrica efectuado para una sefial duobinaria en los instantes ¢ = 27 y
t = 3T en base a muestras de la senal recibida y,, = b, + vy, param = 1,2, 3, -+ ignorando la correlacién
del ruido.

Las métricas estdn dadas en general por (6.28). Habiendo recibido y1 € y2 y con ag = 1, las métricas de
los dos caminos que convergen al estado 1 son

pa(1,1) = (y1—2)* + (y2 — 2)*
pa(—1,1) yi + s

Si pa(1,1) < pa(—1,1), se selecciona el camino (1,1) como el méas probable y se descarta (—1,1). En caso
contrario se selecciona el camino (—1,1) y se descarta el camino (1,1). El camino con la menor métrica se
denomina superviviente. La secuencia (a1, a2) y la métrica correspondiente se guardan.

Un célculo similar se realiza en el estado —1 para las secuencias (—1,1) y (=1, —1). Se tiene entonces

pa(l,=1) = (i -2+
pa(=1,-1) = yi+ (v +2)°

Se compara las métricas pa(1,—1) y pa(—1,—1) y se selecciona la secuencia con menor métrica.
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Habiendo recibido y3 en t = 37" es posible considerar la extensién de los caminos supervivientes. Suponien-
do que los dos caminos supervivientes son (a1,as) = (1,1) y (a1,a2) = (1, —1), entonces al estado 1 en ¢t = 3T
convergen dos caminos (a1, az,a3) = (1,1,1) y (a1, a2,a3) = (1,—1,1). Las métricas correspondientes seran

/’L3(1a1a1) = /’L2(1a1)+(y3_2)2
ps(l,=1,1) = pa(l,=1)+ yg

Comparando las métricas para esos dos caminos convergentes y seleccionando el camino con la menor métrica
se obtiene el superviviente.

En forma similar, en el estado —1 en ¢ = 37 se tienen dos caminos convergentes (1,1, —1) y (1,—1,—1),
y sus correspondientes métricas seran

ﬂ3(1’ L, _1) = ﬂZ(l’ 1) + yg
/’L3(1a_1a_1) = /'LZ(la_l)+(y3+2)2

Se selecciona el camino de menor métrica como el superviviente en el estado —1. Este proceso continua
hasta recibir datos adicionales en ¢t = k7T, k = 4,5,---.

6.3 Probabilidad de error para senales PAM

En esta seccidn se evaluara el desempeno del receptor para demodular y detectar una senal PAM M-aria en
presencia de ruido AWGN en su entrada. Se considerara primero el caso en que los filtros de transmisién
Gr(f) y recepcién Gr(f) se disenan para ISI nula. Luego se considerara el caso en el cual Gr(f) y Gr(f)
se disenan tal que z(t) = g7 (¢) * gr(t) es o una sefal duobinaria o una senal duobinaria modificada.

6.3.1 Probabilidad de error para ISI nula

En ausencia de ISI, una muestra de la senal a la salida del filtro acoplado del receptor tendra la forma

Ym = ToGm + Um

donde

w
o :/W |GT(f)|2df:gg

Y Um es el ruido aditivo Gaussiano con media cero y varianza

o2 =E;No/2

En general a,, toma uno de M valores de amplitud equiespaciados con igual probabilidad. Dado un nivel
particular de amplitud el problema es determinar la probabilidad de error.

El problema de evaluar la probabilidad de error para PAM digital en un canal de ancho de banda limitado
AWGN en ausencia de ISI es idéntico a la evaluacién de la probabilidad de error para una senal PAM M-aria
como discutido en el Capitulo anterior. El resultado final obtenido de aquella derivacién era

M —1) 28,
e

Pero como &, = 35(“)/(]\42 — 1), con &y = k&pay la energia promedio por simbolo y &4y es la energia
promedio por bit, entonces



236 Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS

6(10g2 M)gb(w
(M2 —1)Ny

Esta es exactamente la forma de la probabilidad de error de PAM M -aria obtenida previamente en el Capitulo
anterior. En el tratamiento de PAM discutido en este Capitulo se introdujo la restriccion adicional de que
la senal transmitida tenga un ancho de banda limitado al del canal. En consecuencia, los pulsos de senal
transmitidos se disenaron para ser de ancho de banda limitado de forma de no introducir ISI.

En contraste, no se introdujo restricciones de ancho de banda sobre las senales PAM consideradas en el
Capitulo anterior. Independientemente de eso, los receptores (demoduladores y detectores) en ambos casos
son éptimos (filtros acoplados) para la senal transmitida correspondiente. En consecuencia, no existird una
pérdida en el desempeno de error al considerar la restriccién de ancho de banda cuando el pulso de senal se
disena para ISI nula y el canal no distorsiona la senal transmitida.

6.3.2 Probabilidad de error para senales de respuesta parcial

Datos ) Filtro de Filtro de Salida
| Precodif. 4 Transmision Recepcion —»-1 Detector
M-arios {Pr} Gr(f) Gr(f)
{d,}
AWGN
n(r)

Figura 6.15: Diagrama en bloques del modulador y demodulador para senales de respuesta parcial.

En esta seccién se determinara la probabilidad de error en la deteccién de la senalizacion PAM M-aria
usando pulsos duobinarios y duobinarios modificados. Se supondra que el canal es ideal de ancho de banda
limitado con ruido blanco Gaussiano aditivo. El modelo para el sistema de comunicaciones se ilustra en la
figura 6.15.

Se consideraran dos tipos de detectores. El primero es el detector simbolo por simbolo y el segundo es el
detector de secuencias éptimo ML descripto en la seccion anterior.

Detector simbolo por simbolo

Se precodifica en el transmisor la secuencia de datos M-aria como descripto anteriormente. La salida del
precodificador se mapea en uno de los M posibles niveles de amplitud. La salida del filtro de transmisién
con respuesta en frecuencia Gr(f) serd

oQ

v(t) = Z angr(t —nT)

n=—oQ

La funcién de respuesta parcial X(f) se divide igualmente entre los filtros de transmisién y recepcién. En
consecuencia, el filtro de recepcidn estara acoplado al pulso transmitido y la cascada de los dos filtros resulta
en una caracteristica de frecuencia dada por

|Gr(NGr (Nl = X

La salida del filtro acoplado se muestrea en t = nT = n/2W y las muestras se envian al decodificador. La
salida del filtro acoplado en el instante de muestreo, para el caso de la senal duobinaria, puede expresarse
como

ym:am‘i‘am—l‘i‘ym:bm‘i‘ym
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donde v, es la componente de ruido aditivo. En forma similar, la salida del filtro acoplado para el caso de
la senal duobinaria modificada sera

ym:am_am—2+ym:bm+ym

Para transmisién binaria se supondra a,, = £d, donde 2d es la distancia entre niveles de senal. Entonces, los
valores correspondientes de by, seran (2d, 0, —2d). Para transmision PAM M-éria, ap, = +d, £3d, - -, (M —
1)d, y los niveles de senal recibida serdn b, = 0,+2d, +4d,---, £2(M — 1)d. En consecuencia, el nimero de
niveles recibidos es 2M — 1 y el factor de escala d es equivalente a zo = &;.

Los simbolos de entrada transmitidos {a,,} se suponen equiprobables. Luego para senales duobinarias y
duobinarias modificadas es posible demostrar que en ausencia de ruido los niveles de salida recibidos tienen
una funcién densidad de probabilidad discreta triangular dada por

M —|m|

m=0,+1,+2,--- (M - 1)
donde b es el nivel sin ruido y 2d es la distancia entre niveles cualquiera adyacentes.

El canal corrompe la sefal transmitida mediante el ruido AWGN de media cero y varianza Ny /2.

Se supone que ocurrira un error de simbolo siempre que la magnitud del ruido aditivo exceda la distancia
d. FEsta suposicion no considera un evento raro consistente en que una componente grande de ruido con
magnitud excediendo d pueda resultar en un nivel de senal recibida que produce una decisién correcta de
simbolo. La componente de ruido v, es Gaussiana de media cero y varianza dada por

No [V No [V
= [ jnnfa =5 [ (P =28/

para ambos tipos de senales, duobinarias y duobinarias modificadas. En consecuencia, una cota superior
sobre la probabilidad de error de simbolo sera

Py < Mz_:z P(ly — 2md| > d | b = 2md) P(b = 2md)
m=—(M-2)
+2P(y4+2(M = 1)d > d | b= —2(M — 1)d) P(b = —2(M — 1)d)
= P(ly>d|b=0) [2 Z_:lP(b =2md) — P(b=10)— P(b=—2(M — 1)d)]

(1= 577) Pl > d10=0)

Pero

2 e x2/20 7Td2

En consecuencia, la probabilidad promedio de error de simbolo tiene la siguiente cota superior

1 | 72
Py < 2(1—W)Q ;To (6.29)

El factor de escala d en esta tdltima ecuacién puede eliminarse expresando d en términos de la potencia
promedio transmitida en el canal. Para una senal PAM M-aria en la cual los niveles de amplitud son
equiprobables, la potencia promedio a la salida del filtro de transmisién sera
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9 w a2 w
= S [ iGarar = T2 [ ixinir = et

donde E[a2,] es el valor medio cuadratico de los M niveles de sefial, o sea

d2(M? -1
plez) = EH =D
3
En consecuencia
3mP,,T
= 6.30
4(M?=1) ( )

Sustituyendo en (6.29) se obtiene la siguiente cota superior para la probabilidad de error promedio de simbolo

Py < 2 (1 - %) Q (w%)z %‘?V—O) (6.31)

donde &, es la energia promedio por simbolo transmitido, la cual puede expresarse también en términos de
la energia promedio por bit 4y = kEpay = (logs M)Epav.

La expresion en (6.31) para la probabilidad de error de PAM M-4ria es valida para sefiales de respuesta
parcial duobinarias y duobinarias modificadas. Si se compara este resultado con la probabilidad de error de
PAM M-aria con ISI nula, que puede obtenerse utilizando un pulso de senal de espectro coseno elevado, es
posible notar que el desempeno de la respuesta parcial duobinaria o duobinaria modificada tiene una pérdida
de (7/4)% 0 2.1 dB. Esta pérdida en la SNR se debe a que el detector para las sefiales de respuesta parcial
realiza decisiones en base a simbolo por simbolo, ignorando de esta forma la memoria inherente contenida
en la senal recibida a la entrada del receptor.

Para observar la memoria en la secuencia recibida es posible tener en cuenta la secuencia recibida, sin
ruido, de la tabla 6.1 para transmisién binaria. La secuencia {b,,} es 0,—2,0,2,0,—2,0,2,2, ---. Notar que
no es posible tener una transicién de —2 a +2 o de +2 a —2 de un intervalo de simbolo para el siguiente.
Por ejemplo, si el nivel de senal a la entrada del detector es —2, el proximo nivel de senal puede ser —2 o 0.
En forma similar, si el nivel de senal en un instante de muestreo dado es 42, el nivel de senal en el préoximo
instante de muestreo puede ser +2 o 0. En otras palabras, no es posible encontrar una transiciéon de —2 a
42 o visceversa entre dos muestras sucesivas recibidas del filtro acoplado. Sin embargo, un detector simbolo
por simbolo no explota esta restricciéon, o memoria inherente, en la secuencia recibida. A continuacién se
discutird el desempeno del detector de secuencias ML que explota la memoria inherente en la modulacion vy,
en consecuencia, permite recuperar gran parte de los 2.1 dB de pérdida sufridos por el detector simbolo por
simbolo.

Detector de secuencias de Maxima Verosimilitud

El detector de secuencias ML busca a través de la trellis la secuencia transmitida {a,, } més probable, como
se discutid en secciones anteriores. En cada etapa del proceso de busqueda el detector compara las métricas
de los caminos que convergen en cada uno de los nodos y selecciona el camino mas probable asociado a cada
nodo. El desempeno del detector puede evaluarse determinando la probabilidad de que un camino errado a
través de la trellis tenga una métrica de distancia Euclidiana menor que la del camino correcto.

En general, el calculo de la probabilidad de error exacta es extremadamente dificil. En su lugar, es posible
determinar una aproximacién a la probabilidad de error basada en la comparacién de las métricas de dos
caminos que convergen a un nodo y estan separados por la menor distancia Euclidiana a los otros caminos.
La aproximacién se llevara a cabo para el caso de senales de respuesta parcial duobinarias.

Es posible considerar la trellis para la senal de respuesta parcial duobinaria de la figura 6.14. Se supondra
comenzar en el estado 1 en ¢ = 0 y que los dos primeros simbolos transmitidos son a3 = 1 y a2 = 1 Luego,
ent = T se recibe y1 = 2d+ 11 y en t = 27 se recibe ya = 2d + v2. Si el camino (a1,a2) = (—1,1) es
mas probable que (a1, as) = (1,1) dados los valores recibidos y; e ya2, se estard introduciendo un error. Este
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evento de error de camino es el evento de error de camino dominante y en consecuencia sirve como una buena
aproximacién a la probabilidad de error para el detector de secuencia ML.

De las discusiones de secciones anteriores para este detector, la métrica para el camino (a1, as) = (1,1)
estd dada por

- —2d
/’LZ(L 1) = [yl —2d Y2 — Qd]c ! |: Z; —2d :| (632)

donde la matriz covarianza C esta dada por

C

] L

T

_2N0[

|

Para el camino (a1, as) = (—1, 1), la métrica correspondiente sera

W= =

pa(=1,1) = [y g]C [ Z; ] (6.33)

La probabilidad de un evento de error de camino es simplemente la probabilidad que la métrica pa(—1,1)
sea menor que la métrica ps(1,1), o sea

Py = P[/,Lz(—l, 1) < /,Lz(l, 1)]

Sustituyendo y; = 2d + vy e ya = 2d 4 v4 en (6.32) y (6.33) se obtiene que

Py = Plvy + vy < —2d]

Dado que v1 y v2 son variables Gaussianas (correlacionadas) de media cero, la suma también es Gaussiana
de media cero. La varianza de la suma z = vy + v es simplemente Ug = 16Ny /27. En consecuencia

PzIP[Z<—2d]:Q<i—d) :Q( 4;22)

Z

De (6.30) se tiene que (con M = 2) la expresién para d? es

g TP 71'_55
T4 4

En consecuencia, la probabilidad de un evento de error de camino sera

1.5722&,
16 Ny

P, =Q

Es posible notar en principio que este evento de camino de error resulta en un bit de error en la secuencia
de dos bits. De esta forma, la probabilidad de error de bit es P»/2. Segundo, existe una reduccién en la
SNR de 101log(1.572/16) = —0.34 dB en relacién al caso sin ISI. Esta pequena degradacién es la penalidad
incurrida al cambiar por la eficiencia de ancho de banda de la senal de respuesta parcial. Finalmente, notar
que el detector de secuencias ML ha recuperado 1.76 dB de los 2.11 dB de degradacién inherente al detector
simbolo por simbolo.
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6.4 Diseno en presencia de distorsion en el canal

Anteriormente se describié un critério de diseno de senal que resulta en ISI nula a la salida del filtro receptor.
Teniendo en cuenta que una senal pulso z(t) satisface la condicién de ISI nula en los instantes ¢ = nT,
n = +1,£2, - si su espectro X(f) satisface la condicién (6.18). De esta condicién se concluye que para
una transmisién libre de ruido en un canal los filtros de transmisién y recepcién y la funcion transferencia
del canal deben cumplir

Gr(NHCNGRS) = Xee(f)

donde X,.(f) es la transformada de Fourier de un pulso coseno elevado cuyos parametros dependen del
ancho de banda del canal W y el intervalo de transmision 7. Obviamente existe un numero infinito de filtros
de transmisién - recepcién que satisfacen la condicién anterior.

En esta seccidon se considerara el diseno de los filtros de transmisién - recepcién que maximizan la SNR a
la salida del filtro de recepcién. En consecuencia, en esta seccidén el énfasis estara orientado al diseno de un
sistema de comunicaciones digitales con ISI nula y probabilidad de error minima para un canal con distorsion.
Se presentara primero una breve discusién de varios tipos de distorsiéon de canal y luego se obtendran las
ecuaciones de disenio para los filtros de transmisién y recepcion.

Se distinguiran dos tipos de distorsién. La distorsion de amplitud resulta cuando la caracteristica de
amplitud |C(f)| no es constante para |f| < W. El segundo tipo de distorsién, denominada distorsion de fase
resulta cuando la caracteristica de fase ©.(f) no es lineal en frecuencia.

Otro punto de vista de la distorsién de fase se obtiene considerando la derivada de ©.(f). De esta forma,
se define como caracteristica retardo de envolvente a

1 dO.(f)
o df

T(f) =

Cuando O.(f) es lineal con la frecuencia, el retardo de envolvente es constante para todas las frecuencias.
En ese caso, todas las frecuencias en la senal transmitida pasan a través del canal con el mismo retardo fijo.
En tal caso, no existe distorsién de fase. Sin embargo, cuando ©.(f) no es lineal, el retardo de envolvente
7(f) varia con la frecuencia y las diferentes componentes de la sefial de entrada soportan diferentes retardos
al pasar por el canal. En tal caso la senal transmitida ha sufrido distorsién de retardo.

I L i ]

L o~
ST —4T -3T _ZT\/—T(] T\/ZT 37 4T 5T

1 I { ) L ! J
-5T -4T 3T 21 -T 0 T r 3r 4r 5T

(b)

Figura 6.16: Efectos de la distorsién del canal, a la entrada (a) y la salida (b).
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Tanto la distorsién de amplitud como la de retardo originan ISI en la senal recibida. Por ejemplo, es
posible suponer que se ha disenado un pulso con un espectro coseno elevado que tiene ISI nula en los instantes
de muestreo, como el ilustrado en la figura 6.16a. Cuando el pulso pasa a través de un canal con amplitud
constante |C'(f)] = 1 para |f| < W y una caracteristica de fase cuadratica (retardo de envolvente lineal),
el pulso recibido a la salida del canal tendra la forma ilustrada en la figura 6.16b. Notar que los cruces
peridédicos por cero se han desplazado debido a la distorsién de retardo de forma que el pulso resultante
resulta en ISI. En consecuencia, una secuencia de pulsos sucesivos se mezclaran unos sobre otros y los picos
de los pulsos ya no seran distinguibles debido a la ISI.

Se consideraran a continuacién dos problemas. Primero, se considerara el disenio de filtros éptimos
de transmisién y recepcién en presencia de distorsion del canal cuando las caracteristicas del canal son
conocidas. Segundo, se considerara el diseno de filtros especiales denominados ecualizadores de canal, que
en forma automatica y adaptiva corrigen la distorsién del canal cuando sus caracteristicas son desconocidas.

6.4.1 Diseno 6ptimo de los filtros de transmisién y recepcién

Datos de entrada N Filtro ‘dfz‘ Canal Filtro de | Al detector
) ransmision - ) Recepcion p————————ip-
Gr(f) Gr(f)
Ruido
(1)

Figura 6.17: Configuracién del sistema para el disefio de Gr(f) y Gr(f).

En esta seccién se asumird que la caracteristica de respuesta en frecuencia del canal C'(f) es conocida
y se considerara el problema de diseno de los filtros de transmisién y recepcién que maximizan la SNR a
la salida del filtro receptor y resultan en ISI nula. La figura 6.17 ilustra el sistema completo bajo estas
consideraciones.

Para la componente de senal, se debe satisfacer la siguiente condicién

Gr(HCGR() = Xre(fle™ 200 |f1<W (6.34)

donde X, (f) es el espectro deseado coseno elevado que produce ISI nula en los instantes de muestreo, y ¢y es
un retardo de tiempo necesario para asegurar la realizabilidad fisica de los filtros de transmisién y recepcién.
El ruido a la salida del filtro de recepcién puede expresarse como

v(t) = /_00 n(t — 7)gr(r)dr

oQ

donde n(t) es la entrada al filtro. Se supone que el ruido n(t) es Gaussiano de media cero. En consecuencia,
v(t) es Gaussiano de media cero con densidad espectral de potencia

Su(f) = Sn(NIGr(NI

donde S, (f) es la densidad espectral del proceso de ruido n(t).
Por simplicidad se considerara en primer lugar el caso de transmisiéon PAM binaria. Entonces, la salida
muestreada del filtro acoplado sera

Ym = Ty + Vi = G + Uy

donde z( estd normalizado? a la unidad, a,, = £d, y v,, representa el término de ruido, que es Gaussiano
de media cero y varianza

?Haciendo #9 =1 y am = %1, el escalamiento por @ se incorpora dentro del parametro d.



242 Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS

e R (6:35)

En consecuencia, la probabilidad de error sera

Py = 1 /Oo e~V 24y = Q &
°T V2T Jifo, Y= o}
2

La probabilidad de error se minimiza maximizando la SNR = d?/02, é equivalentemente, minimizando
la relacién de ruido a sefial 02/d?. Pero d? estd relacionada con la potencia de la sefial transmitida por

E(a2) [ d? [«
Py = (T )/_Oo g%(t)dt = T . g%(t)dt

entonces

1 1 e
e LR

Sin embargo, Gp(f) debe elegirse para satisfacer la condicién de IST nula dada por (6.34). En consecuencia

XA
GV = Epicagr =W

y Gr(f) = 0 para |f| < W, tal que

77 |
BT - PG

En consecuencia, la relacién ruido a senal que debe minimizarse con respecto a |Gr(f)| para |f| < W sera

e

1 W o (Y X ()
ﬁ—&JKW&WWMMWKWEmW@ﬁWW (6.36)

La |Gr(f)| 6ptima puede hallarse mediante el uso de la desigualdad de Schwartz, dada por

/iWNWW[:%UW#gUfwwwwmwz

oQ

donde [U1(f)| ¥ |U2(f)| se definen como

D = WEDIERD)
X
DV = & PCam]

El valor minimo de (6.36) se obtiene cuando |Uy(f)| es proporcional a |Us(f)|, o equivalentemente cuando

X (NI
[CNI21Sn (NI

donde K es una constante. FEl filtro de transmisién correspondiente tiene la siguiente caracteristica de
magnitud

Gr(Hl = K

lfl<w (6.37)
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11X, 1/2 S, 1/4
Gl = <f|>g(f)'|1/§f>' Cew (6.38)

Finalmente, con los filtros de transmision y recepcion éptimos asi obtenidos, la SNR maxima sera

d? P,
— = ’ (6.39)
o 1/2

v [f_ Ich(f)IIS)(f)I df

Notar que los filtros de transmisién y recepcién estan especificados solo en magnitud. Las caracteristicas
de fase de Gr(f) vy Gr(f) deben seleccionarse para satisfacer la condicién (6.34), o sea

O1(f) + O.(F) + Or(f) = 27 [ty (6.40)

donde ©r7(f), O(f) v Or(f) son las caracteristicas de los filtros de transmisién, el canal y recepcidn,
respectivamente.

En el caso especial donde el ruido aditivo a la entrada al demodulador es blanco Gaussiano con densidad
espectral de potencia Ny/2, las caracteristicas especificadas por (6.37) y (6.38) se reducen a

ch 1/2

Grlh)l = K < w
Xee ()]

Gr(f)] = K |C(<f§|>1'/2, f<w

donde K, y Ka son factores de escala arbitrarios. Notar que en este caso |Ggr(f)| es el filtro acoplado a
|Gr(f)]. La SNR correspondiente en el detector, dada por (6.39) se reduce a

X001
/ ()] df]

Ejemplo. Determinar los filtros de transmision y recepcidon éptimos para un sistema de comunicaciones
bindrio que transmite a una velocidad de 4800 bits/seg sobre un canal con respuesta en frecuencia (magnitud)
dada por

d> 2P, T
O'2 - No

v

1
O = ——— Il <W

()

donde W = 4800 Hz. El ruido es AWGN con densidad espectral de potencia Ng = 10~ W/Hz.
Dado que W = 1/T = 4800 es posible utilizar una senal pulso con espectro coseno elevado y ov = 1. De esa
forma

Xoelf) = g1+ con(xTI])] = Teos” (M)

Entonces

1/4

Gr (D) = 1Gr(F)] = +(L) (ﬂ) 1f] < 4800
= RV = 4800 9600 )’ =
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16T ()1

1

~4800 0 4800
Figura 6.18: Respuesta en frecuencia del filtro de transmisién optimo.
y |Gr(f)| = |Gr(f)| = 0 para toda otra frecuencia. La figura 6.18 ilustra la caracteristica G'p(f).

Es posible utilizar esos filtros éptimos para determinar la cantidad de energia transmitida & requerida
para lograr una probabilidad de error especificada.

El procedimiento para obtener los filtros éptimos de transmisién y recepcién para el caso de PAM M-aria
a través de un canal no ideal C'(f) es idéntico al del caso de PAM binaria. Las tnicas modificaciones son las
expresiones para la potencia promedio transmitida, que para PAM M-aria es

P = 2800 [ = YD [ (6.41)

v la expresién correspondiente para la probabilidad de error, que ahora sera

M - 1) d?
Py = =—=Q (J;) (6.42)

Para AWGN (6.42) puede expresarse como

_AM —1) 64 V(]|
Par = Q WLM%MWWW#]

Finalmente, es posible observar que la pérdida debido a la distorsién del canal es

"X ()]
20 log, [/_W o (6.43)
Notar que cuando C'(f) = 1 para |f| < W, entonces el canal es ideal y ffVW Xpe(H)df = 1, de forma que
no existiran pérdidas. Por otro lado, cuando existe distorsion de amplitud, |C(f)| < 1 para algin rango
de frecuencias en la banda |f| < W y en consecuencia existird una pérdida en SNR dada por (6.43). Esta
pérdida es independiente de la distorsién de fase del canal, dado que la distorsién de fase ha sido compensada
perfectamente siguiendo (6.40). La pérdida dada por (6.43) se debe enteramente a la distorsién de amplitud
v es una medida de la amplificacién del ruido resultante del filtro de recepcion, el cual compensa la distorsion
del canal.

6.4.2 Ecualizacién del canal

En la seccion precedente se describié el diseno de los filtros de transmisién y recepcién para transmision
PAM digital cuando las caracteristicas de respuesta en frecuencia del canal son conocidas. El objetivo era
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disenar esos filtros para obtener ISI nula y SNR maxima en los instantes de muestreo. Esta metodologia de
diseno es apropiada cuando el canal se conoce precisamente y sus caracteristicas no cambian con el tiempo.

En la practica se encuentra frecuentemente canales cuyas caracteristicas de respuesta en frecuencia son
desconocidas o cambian con el tiempo. Por ejemplo, en la transmision de datos a través de la red telefénica,
el canal de comunicaciones sera diferente cada vez que se digite un numero porque la ruta del canal sera
diferente. Una vez que la conexidn se realiza, sin embargo, el canal sera invariante en el tiempo por un periodo
de tiempo relativamente grande. Este es un ejemplo de un canal cuyas caracteristicas no son conocidas a
priori. Ejemplos de canales variantes en el tiempo son los canales de radio, tal como los de propagacién
ionosférica. FEsos canales se describen mediante caracteristicas de respuesta en frecuencia variantes en el
tiempo, y sirven de ejemplo como casos donde la optimizacién de los filtros de transmisién y recepciéon no
es posible.

Bajo esas circunstancias es posible disenar el filtro transmisor para que tenga una respuesta en frecuencia
de tipo raiz cuadrada coseno elevado, o sea

TP (< W
GT(f)‘{ 0, < w

y el filtro de recepcién, con respuesta en frecuencia Gr(f), de forma que esté acoplada a Gr(f), o sea

|G (NDNGrR(N| = Xre(f) (6.44)

Entonces, debido a la distorsién del canal, la salida del filtro receptor sera

oQ

y(t) = > ana(t—nT) +v(l) (6.45)

n=—oQ

donde x(t) = gr(t) * c(t) * gr(t). La salida del filtro puede muestrearse periodicamente para producir la
secuencia

oQ

Ym = Z UnTm—n + Vm = Toam + Z UnTm—n + Vm (646)

n=-—00 n#Em

donde 2, = (nT), n = 0,%+1,+2,---. El segundo término del lado derecho de (6.46) representa la ISI.

En cualquier sistema practico es razonable suponer que la ISI afecta un ntimero finito de simbolos. En
consecuencia, es posible asumir que z, = 0 paran < —L; y n > Ly, donde L1 y L, son enteros positivos
acotados. De esta forma, la ISI observada a la salida del filtro de recepcién puede verse como generada
haciendo pasar los datos {a,,} a través de un filtro FIR con coeficientes {z,, —L1 < n < Ls}, como
mostrado en la figura 6.19. Este se denomina modelo de canal discreto equivalente. Dado que su entrada
es la secuencia de informacién discreta (binaria o M-dria), la salida del modelo de canal discreto puede
caracterizarse como la de una maquina de estados finita corrompida por AWGN. En consecuencia, la salida
sin ruido del modelo puede describirse mediante una trellis con M7 estados donde L = L1 + Lo.

Deteccidén de secuencias de Maxima Verosimilitud

El detector éptimo para la secuencia de informacion {a,, }, basado en la observacién de la secuencia recibida
{ym } dada por (6.46), es el detector de secuencias ML. El detector es semejante al detector de secuencias ML
descripto en el contexto de la deteccidn de senales de respuesta parcial que tienen ISI controlada. El algoritmo
de Viterbi provee un método para la bisqueda del camino ML a través de la trellis. Para llevar a cabo esta
bisqueda deben conocerse, o medirse mediante algiin método, los coeficientes {z,} del modelo de canal
discreto equivalente. En cada etapa de la busqueda sobre la trellis existirdn M T secuencias supervivientes
con las correspondientes M métricas de distancia Euclidiana asociadas a los caminos a evaluar.

Debido al incremento exponencial de la complejidad computacional del algoritmo de Viterbi con la
ventana (longitud L) de la ISI, este tipo de deteccién es practico solo cuando M y L son pequenos. Por
ejemplo, en sistemas de telefonia celular movil, empleados para la transmisién de senales de voz, M es
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[a"!]

Figura 6.19: Modelo de canal discreto equivalente.

usualmente pequeno, por ejemplo: M = 4y L = 2. En este caso, el detector de secuencias ML puede
implementarse con complejidad razonable. Sin embargo, cuando M y L son grandes, el detector de secuencias
ML se vuelve impractico. En tal caso se utilizan otros métodos subéptimos, pero practicos, para detectar la
secuencia de informacién {a,, } en presencia de ISI. Independientemente de ello, el desempeno del detector de
secuencias ML para un canal con ISI sirve como ”1deal” de comparacion en relacion a los métodos subéptimos.
Se describiran a continuacién dos métodos subdéptimos.

Ecualizadores lineales

Para compensar la distorsion del canal es posible emplear un filtro lineal con parametros ajustables. Los
parametros del filtro se ajustan en base a las mediciones de las caracteristicas del canal. Estos filtros
ajustables se denominan ecualizadores de canal o simplemente ecualizadores.

En canales cuyas caracteristicas de respuesta en frecuencia son desconocidas, pero invariantes en el tiem-
po, es posible medir esas caracteristicas para ajustar los parametros del ecualizador que, uno vez ajustados,
se mantendran fijos durante la transmisién de los datos. Tales ecualizadores se denominan preajustados.
Por otro lado, los ecualizadores adaptivos cambian sus parametros en base a un ajuste peridédico durante la
transmision de los datos.

Datos de ™ e i
entrada T N Canal Filtro dfg Ecualizador | Al detector
»| Transmision - o Recepcion - Ge(f) e
Gr(f) Gr(/)
Ruido
n(t)

Figura 6.20: Diagrama en bloques de un sistema con ecualizador.

Se considerara las caracteristicas de diseno para un ecualizador lineal desde el punto de vista del dominio
frecuencia. La figura 6.20 muestra un diagrama de bloques de un sistema que utiliza un filtro lineal como
ecualizador de canal.
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El demodular consiste en un filtro de recepcién con respuesta en frecuencia Gr(f) en cascada con un
filtro de ecualizacién de canal con respuesta en frecuencia Gg(f). Dado que Ggr(f) estd acoplada a Gr(f)
y estos filtros estan disenados para satisfacer (6.44), |Gg(f)| debe compensar la distorsién del canal. En
consecuencia, la respuesta en frecuencia del ecualizador debe ser igual a la inversa de la respuesta del canal,
o sea

1 1 .
G - - —i®c(f)
2D =G0 = el =W

donde |Gg(f)| = 1/1C(f)| y la caracteristica de fase del ecualizador serd Og(f) = —O.(f).

Es posible notar que este filtro elimina completamente la ISI causada por el canal. Dado que anula la
ISI en los instantes de muestreo ¢t = n7T'| el ecualizador se denomina ecualizador de IST nula. De esta forma,
la entrada al detector tiene la forma

Ym = Qm + VUm

donde vy, es la componente de ruido AWGN con varianza dada por

o, = /_oo Sn(HIGR(PIGe(f)2df = /_W W

donde S, (f) es la densidad espectral de potencia del ruido. Cuando el ruido es blanco S, (f) = No/2 y la
varianza se vuelve

df

o No [ | Xee(D)]
=%, ot (547

Notar que la varianza del ruido a la salida del ecualizador de ISI nula es en general mayor que la varianza
del ruido a la salida del filtro de recepcién éptimo |Gr(f)|, dado por (6.35), para el caso que el canal era
conocido.

Ejemplo. El canal dado en el ejemplo anterior se procesa con un ecualizador de ISI nula. Suponiendo que
los filtros de transmisién y recepcién satisfacen (6.44), determinar el valor de la varianza del ruido en los
instantes de muestreo y la probabilidad de error.

Cuando el ruido es blanco, la varianza del ruido a la salida del ecualizador (entrada al detector) estara
dada por (6.47). En consecuencia,

_ NO W |X7‘c(f)| _ TNO W f 7T|f|
7 = 7/_W chE? = 3 /_W [”(W)]Coszﬁdf

1
2 1
= NO/O (1—1—1‘2)(:052 71'2_xdx: <§—F) Ny

Por otro lado, de (6.41) se obtiene la potencia promedio transmitida dada por

(M2 —na v (M —na v (M2 - Dd?
P = S [ ernpar = S [ X = S

La expresién general para la probabilidad de error estd dada por (6.42). En consecuencia se tiene que

M —1) 3P T
Par = ———¢ (%W —1)(2/3 - 1/72)]\70)
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1 3

Figura 6.21: Filtro transversal lineal.

Si el canal fuera ideal, el argumento de la funcién @ seria 6P, T/(M? — 1)Ny. En consecuencia, la pérdida
de desempeno debido al canal no ideal ecualizado esta dada por el factor 2(% — 73—2) =1.133 6 0.54 dB.

Es posible también considerar el diseio de un ecualizador lineal desde el punto de vista del dominio
tiempo. Se observd anteriormente que en canales reales la ISI esta limitada un numero finito L. de muestras.
En consecuencia, el ecualizador de canal practico se aproxima mediante un filtro de respuesta finita al impulso
con coeficientes ajustables {c,} como ilustrado en la figura 6.21. El retardo 7 entre coeficientes adyacentes
puede seleccionarse tan grande como T, el intervalo de simbolo, en cuyo caso el ecualizador FIR se denomina
ecualizador de espacitamiento de simbolo. En este caso la entrada al ecualizador es la secuencia muestreada
dada por (6.46). Sin embargo, es posible notar que cuando 1/7 < 2W, las frecuencias por encima de 1/7 en
la senal recibida se solapardn con las frecuencias por debajo de 1/T. En este caso, El ecualizador compensa
una senal distorsionada por el canal con aliasing.

Por otro lado, cuando el retardo de tiempo 7 entre coeficientes adyacentes se elige tal que 1/7 > 2W > 1/T
no ocurrira aliasing y, en consecuencia, el ecualizador de canal compensara la verdadera distorsion del canal.
Dado que 7 < 7T, el ecualizador se denomina de espaciamiento fraccionario. Fn la practica 7 se elige
usualmente 7 = T/2. Notar que en este caso la frecuencia de muestreo a la salida del filtro Gg(f) es %

La respuesta impulsiva del ecualizador FIR sera

N
ge(t) = Z cnd(t —nt)
n=—N
v la correspondiente respuesta en frecuencia
N
Ge(f) = Z cpe i 2minT
n=—N

donde {¢,,} son los (2N + 1) coeficientes del ecualizador y N se elige suficientemente grande como para que
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la ventana de ecualizacién corresponda a la de ISI, o sea: 2N + 1 > L. Dado que X(f) = Go(/)C(f)Gr(f)
y #(t) es la sefial pulso correspondiente a X (f), entonces el pulso de salida ecualizado sera

N

q(t) = Z cn(t —nr)

n=—N

Ahora es posible aplicar la condicién de ISI nula a las muestras de ¢(¢) en los instantes t = mT. Esas
muestras seran

N
q(mT) = Z cnx(mT —nr), m=0%1,---,£N
n=—N

Dado que existen 2N + 1 coeficientes del ecualizador es posible controlar solo 2N + 1 valores muestreados
de ¢(t). Especificamente, es posible forzar las siguientes condiciones

N
1, m=0
q(mT) = _Z:Ncnx(mT—nT):{ 0, m==+l,42 . +N (6.48)

lo cual puede expresarse en forma matricial como X ¢ = q, donde X es una matriz de (2N + 1) x (2N +1)
con elementos z(mT — n1), ¢ es el vector de (2N + 1) coeficientes y g es un vector columna de dimensién
(2N 4 1) con solo un elemento no nulo. De esta forma, se obtiene un conjunto de 2N + 1 ecuaciones lineales
para los coeficientes del ecualizador de ISI nula.

Debe enfatizarse que el ecualizador de ISI nula FIR no elimina completamente la ISI debido a su longitud
finita. Sin embargo, cuando N aumenta la ISI residual puede reducirse y en el limite para N — oo, la ISI se
elimina completamente.

Ejemplo. Considerar un pulso de canal distorsionado z(t) a la entrada del ecualizador dado por

B 1
L+ (3)°
donde 1/T es la velocidad de transmisién de simbolos. El pulso se muestrea a una velocidad 2/T y se procesa

con un ecualizador de ISI nula. Determinar los coeficientes de un ecualizador de ISI nula de 5 coeficientes.
De acuerdo a (6.48) el ecualizador de IST nula debe satisfacer las siguientes ecuaciones

z(1)

2
1, m=0
q(mT) = Z cnx(mT—nT/Q)_{ 0 m= 1,49

n=—2

La matriz X con elementos z(mT — nT/2) estd dada por

1 1 1 1
O
x - |1 1§ v
EI I
I
37 26 17 10 5

El vector de coeficientes ¢ y el vector g estan dados por

—32 0
-1 0
c= o g= |1
(&) 0
Cy 0
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Entonces, la solucién del sistema X ¢ = g determina la solucién

—-2.2
4.9
Copt = X lqg= -3
4.9
—-2.2

Un problema del ecualizador de ISI nula es que ignora la presencia de ruido aditivo. En consecuencia, su
utilizacién puede resultar en una amplificacién de ruido significativa. Esto puede verse facilmente notando
que en un rango de frecuencias donde C(f) es pequena el ecualizador Gg(f) = 1/C(f) compensa colocando
una gran ganancia. De esa forma el ruido en ese rango de frecuencias se amplifica. Una alternativa es
relajar la condicién de ISI nula y seleccionar la caracteristica del ecualizador de canal para minimizar la
potencia combinada en la ISI residual y el ruido aditivo a la salida del ecualizador. Un ecualizador de canal
optimizado con ese objetivo se basa en el critério de error medio cuadritico minimo (MMSE).

Para discutir conceptos al respecto, es posible considerar la salida del ecualizador FIR, corrompida por
ruido,

N

z(t) = Z eny(t — nr)

n=—N

donde y(t) es la entrada al ecualizador, dada por (6.45). Para la salida muestreada en t = mT se tiene que

N

z(mT) = Z eny(mT —nr)

n=—N

La respuesta deseada a la salida del ecualizador en ¢ = mT es el simbolo transmitido a,,. El error se
define como la diferencia entre an, y z(mT'). Luego, el error medio cuadratico (MSE) entre la muestra de
salida z(mT) y el valor deseado a,, serd

N 2
MSE = FE[z(mT)- am)? = E Z eny(t — 1) — am
n=—N

N N N
Y7 Y ewckRy(n—k) =2 > cxRay (k) + Elan]’ (6.49)
n=—Nk=—N n=—N

donde las correlaciones se definen como sigue

Ry(n—k) = ElyimT —nr)y(mT —nr)]
Rav(n—k) = Ely(mT —nt)anm]

y la esperanza opera sobre la secuencia de informacién {a,, } y el ruido aditivo.
La solucién MMSE se obtiene derivando (6.49) con respecto a los coeficientes del ecualizador {c,}. De
esta forma se obtienen las condiciones necesarias para el MMSE dadas por

N
> caRy(n—k)= Ray(k), k=0+1,42 - £N. (6.50)
n=—N

Esto determina (2N + 1) ecuaciones lineales en los coeficientes del ecualizador. En contraste a la solucién
de ISI nula descripta anteriormente, esas ecuaciones dependen de las propiedades estadisticas del ruido y de
la IST a através de la autocorrelacién Ry (n).
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En la practica la autocorrelacién Ry (n) y la correlacién cruzada R4y (n) no son conocidas. Sin embargo,
pueden estimarse transmitiendo una senal de prueba por el canal y utilizando los promedios temporales

Ry(n) = y(kT — nT)y(kT)

k

=~
]

1

= =
ks

RAy(n —k) = y(kT — nr)ay

B
I
—

en lugar de los promedios estadisticos para obtener los coeficientes dados por (6.50).

Ecualizadores adaptivos

Se mostrd que los coeficientes de un ecualizador lineal pueden determinarse resolviendo un sistema de ecua-
ciones lineales. Con el critério de IST nula, el sistema de ecuaciones estaba dado por (6.48). Por otro lado, si
el critério de optimizaciéon estaba basado en la minimizacién del MSE, los coeficientes del ecualizador éptimo
se obtienen resolviendo el conjunto de ecuaciones de (6.50).

En ambos casos, es posible expresar el conjunto de ecuaciones lineales en la forma matricial general
siguiente

Be=d

donde B es una matriz de (2N + 1) x (2N + 1), ¢ es un vector columna asociado a los coeficientes del
ecualizador y d es un vector columna de dimensién (2N + 1). Obviamente la solucién de esta ecuacién es

copr = B7'd (6.51)

En implementaciones practicas de ecualizadores, la solucién de (6.51) se obtiene usualmente mediante
un método iterativo para evitar el calculo explicito de la inversa de la matriz B. El procedimiento iterativo
mas simple es el método steepest descent, en el cual se comienza eligiendo arbitrariamente el vector de
coeficientes ¢p. Esta eleccién inicial de coeficientes corresponde a un punto sobre la funcién critério que esta
siendo optimizada. Por ejemplo, en el caso del critério MSE, ¢y corresponde a un punto sobre la superficie
cuadratica en el espacio (2N + 1)-dimensional de coeficientes. Se calcula el vector gradiente, definido como
go, 0 sea la derivada del MSE con respecto a los 2N + 1 coeficientes del ecualizador, y cada coeficiente
se ajusta en la direccidén opuesta a su direccién de gradiente correspondiente. El cambio en el coeficiente
j-ésimo es proporcional al tamano de la componente j del gradiente.

Por ejemplo, el vector gradiente g, para el critério MSE hallado en base a las derivadas del MSE con
respecto a cada uno de los 2N + 1 coeficientes sera

gr=Ber—d, k=012 (6.52)

Entonces el vector de coeficientes ¢ se ajusta de acuerdo con la siguiente relacién

Crt1 = ¢ — Agy,

donde A es el pardmetro de tamano del paso asociado al procedimiento iterativo. Para asegurar la conver-
gencia del proceso iterativo A debe elegirse pequeno y positivo. En tal caso, el vector gradiente g, converge
a cero, o sea g, — 0 para k — oo, y el vector de coeficientes ¢; — copr como ilustrado en la figura 6.22 en
base a un ejemplo de dos coeficientes. En general, la convergencia de los coeficientes a la solucion éptima
Copt N0 puede lograrse con un nimero finito de iteraciones con el método de steepest descent. Sin embargo,
dicha solucién éptima puede aproximarse tanto cuanto se desee en unos cientos de iteraciones. En sistemas
de comunicaciones digitales que emplean ecualizadores de canal, cada iteracién corresponde a un intervalo
de tiempo para enviar un simbolo y, en consecuencia, unos cientos de iteraciones para lograr la convergencia
a un valor préximo del 6ptimo corresponden a una fraccién de segundo.
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Figura 6.22: Ejemplo de convergencia de un algoritmo de gradiente.

La ecualizacién de canal adaptiva se requiere en canales cuyas caracteristicas cambian en el tiempo. En tal
caso, la ISI varia con el tiempo. El ecualizador de canal debe seguir tales variaciones en la respuesta del canal
y ajustar sus coeficientes para reducir la ISI. En el contexto de la discusién anterior, los coeficientes éptimos
Cops varian en el tiempo debido a variaciones en la matriz B y, para el caso del critério MSE, variaciones en
el tiempo en el vector d. Bajo esas condiciones, el método iterativo descripto puede modificarse para utilizar
estimaciones de las componentes del gradiente. De esa forma, el algoritmo para ajustar los coeficientes del
ecualizador puede expresarse como

Cry1 = Cx — Ag,, (6.53)

donde g, es una estimacion del vector gradiente g, y ¢ es la estimacion del vector de coeficientes.
En el caso del critério MSE, el vector gradiente g; dado por (6.52) puede expresarse también como sigue

g, = —Elery;] (6.54)

donde ey, es la senal de error e, = aj — 2z definida como la diferencia entre la salida deseada del ecualizor a;
en el instante k y la salida real zj, e y;, es el vector columna de 2N + 1 valores de senal recibidos contenidos
en el ecualizador en el instante k. En base a (6.54), una estimacién del gradiente g;, se calcula como sigue

9. = —exyy (6.55)

de forma que sustituyendo en (6.53) se obtiene el algoritmo adaptivo para optimizar los coeficientes en base
al critério MSE como sigue

ék+1 =c¢ + Aekyk (656)

Dado que se utiliza una estimacién del vector gradiente en (6.56), el procedimiento se denomina algoritmo
de gradiente estocdstico. Se conoce también como algoritmo Least Mean Square (LMS).

En la figura 6.23 se ilustra un diagrama de bloques de un ecualizador adaptivo que ajusta los coeficientes
de acuerdo con (6.56). Notar que para formar la senal error e; se utiliza la diferencia entre la respuesta
deseada del ecualizador aj, y la salida real z;. FEsta senal error esta escalada por el pardmetro de tamano
de paso A y esto a su vez multiplicado por los valores de la sefial recibida {y(kT — n7)} en los 2N + 1
coeficientes. Los productos Aegy(kT—n7) en los (2N +1) coeficientes se obtienen para ajustar los coeficientes
de acuerdo con (6.56). Este calculo se repite por cada nueva muestra recibida. De esta forma los coeficientes
del ecualizador se ajustan a la velocidad de simbolos.

Inicialmente, el ecualizador adaptivo se entrena mediante la transmisién de una secuencia seudoaleatéria
conocida {a,,} enviada a través del canal. En el demodulador, el ecualizador emplea la secuencia conocida
para ajustar sus coeficientes. Después del ajuste inicial, el ecualizador adaptivo conmuta de un modo de
entrenamiento a un modo dirtgido por la decision, en el cual las decisiones a la salida del detector son
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Figura 6.23: Ecualizador lineal adaptivo basado en el critério MSE.

suficientemente confiables de forma que la senal de error se forma ahora calculando la diferencia entre la
salida del detector y la salida ecualizada, o sea

ep = ap — 2

donde ap es la salida del detector. En general, los errores de decisién no ocurren frecuentemente y, en
consecuencia, deberian tener efectos pequenos sobre el desempeno del algoritmo de seguimiento dado por
(6.56).

Como regla practica para seleccionar el parametro de tamano de paso que asegure convergencia y ade-
cuada capacidad de seguimiento en canales lentamente variantes en el tiempo es posible adoptar el siguiente

1
5(2N + 1)Pr

donde Pg es la potencia de la sefial recibida (incluido el ruido) que puede estimarse también iterativamente.

Las caracteristicas de convergencia del algoritmo de gradiente estocastico se ilustran en la figura 6.24.
Esos graficos fueron obtenidos mediante simulacion de un ecualizador adaptivo de 11 coeficientes operando
un canal con una cantidad de ISI relativamente modesta. La potencia de senal recibida Pg fué normalizada
a la unidad. Con la regla anterior para la determinacién del parametro de tamano del paso se obtuvo
A = 0.018. El efecto de hacer muy grande A se ilustra con saltos grandes obtenidos en el MSE cuando
A = 0.115. Cuando A se disminuye la convergencia se hace algo mas lenta, pero se logra un MSE menor,
indicando que los coeficientes estimados estdn préximos al cops.

Aunque se ha descripto con algun detalle la operaciéon de un ecualizador adaptivo optimizado en base
al critério MSE, la operacién de un ecualizador en base al critério de ISI nula es muy similar. La principal
diferencia reside en el método de estimar el vector gradiente g, en cada iteracién. Un diagrama de bloques
de un ecualizar adaptivo de ISI nula se ilustra en la figura 6.25.

Ecualizador con realimentacién de decisién

Los ecualizadores lineales descriptos previamente son muy efectivos en canales tal como lineas telefénicas
donde la ISI no es muy severa. La severidad de la ISI estd directamente relacionada con sus caracteristicas
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Figura 6.24: Convergencia inicial del algoritmo LMS con diferentes tamano de paso.

espectrales y no necesariamente con la ventana temporal de la ISI. Por ejemplo, es posible considerar la ISI
resultante de dos canales; que se ilustran en la figura 6.26. La ventana temporal de la ISI para el canal A es
de 5 intervalos de simbolo sobre cada lado de la componente de senal deseada, la cual tiene un valor 0.72.
Por otro lado, la ventana temporal de ISI en el canal B es de un intervalo de simbolo a cada lado de la
componente de senal deseada, la cual tiene un valor 0.815. La energia de la respuesta total se normalizd a
la unidad en ambos canales.

A pesar de la ventana temporal de ISI mas corta, el canal B resulta en IST mas severa. Esto se evidencia
en las caracteristicas de respuesta en frecuencia de esos canales, las cuales se ilustran en la figura 6.27. Es
posible observar que el canal B tiene una franja de frecuencias nulas en f = 1/27, mientras que esto no
ocurre en el caso del canal A. En consecuencia, un ecualizador lineal introducird una gran ganancia en ese
rango de frecuencias. De esta forma, el ruido en el canal B serda mucho mas amplificado que en el canal A.
Esto implica que el desempeno del ecualizador lineal para el canal B serd mas pobre que para el canal A.
En consecuencia, la limitacién basica de un ecualizador lineal es que funciona inadecuadamente para canales
con bandas de muy baja ganancia. Tales canales se encuentran frecuentemente en radio comunicaciones,
tal como la transmision ionosférica a frecuencias por debajo de 30 MHz y canales de radio méviles, como
aquellos utilizados en las comunicaciones de radio celulares.

Un ecualizador con realimentacién de decisién (DFE) es un ecualizador no lineal que utiliza decisiones
previas para eliminar la ISI causada por simbolos previamente detectados sobre el simbolo que ha ser detec-
tado. Un diagrama en bloques simplificado de un DFE se muestra en la figura 6.28. El DFE esta compuesto
por dos filtros. El primer filtro se denomina filtro hacia adelante (feedforward) y es generalmente un filtro
FIR de espaciamiento fraccionario con coeficientes ajustables. Este filtro es idéntico en forma al ecualizador
linear descripto anteriormente. Su entrada es la senal filtrada recibida y(¢). El segundo filtro es un filtro
de realimentacidn (feedback). Estd implementado como un filtro FIR con coeficientes ajustables de espa-
ciamiento de simbolo. Su entrada es el conjunto de simbolos previamente detectados. La salida del filtro
de realimentacién se sustrae de la salida del filtro feedforward para formar la entrada al detector. De esta
forma se tiene que

Ny Ny
Zm = Z eny(mT — nr) — Z by Gm—n,
n=1 n=1

donde {c,} v {b,} son los coeficientes ajustables de los filtros feedforward y feedback, respectivamente,
Gm—n, n = 1,2, Ny son los simbolos previamente detectados, N; es la longitud del filtro feedforward y
Ny es la longitud del filtro feedback. En base a la entrada z,,, el detector determina cual de los posibles
simbolos transmitidos estd mas proximo en distancia a la senial de entrada z,,. De esta forma, el detector



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 255

— ~ —©
z x X
\\5@'

Yk dy  Salida

1 Detector -

Figura 6.25: Ecualizador adaptivo de ISI nula.

realiza su decisién y obtiene como salida a,,. Lo que hace al DFE no lineal es la caracteristica no lineal del
detector, el cual provee la entrada al filtro feedback.

Los coeficientes de los filtros feedback y forward se seleccionan para optimizar alguna medida de de-
sempeno deseada. Para implementar un DFE adaptivo, por simplicidad matematica, se aplica usualmente
el critério MSE con un algoritmo de gradiente estocastico. La figura 6.29 ilustra el diagrama en bloques de
un DFE adaptivo cuyos coeficientes se ajustan por medio de un algoritmo LMS. La figura 6.30 ilustra el
desempeno en probabilidad de error del DFE, obtenida para transmisiéon PAM binaria con el canal B. La
ganancia en desempeno comparada con la obtenida con un ecualizador lineal es claramente evidente.

Se debe mencionar que los errores de decision del detector introducidos al filtro feedback tienen un efecto
pequeno en el desempeno del DFE. En general debido a ellos se introduce una pérdida de desempeno de
1-2 dB para tazas de error debajo de 1072, Por eso los errores de decisién en el filtro feedback no tienen
consecuencias catastroficas.

A pesar que el DFE es mejor que un ecualizador lineal, no es un ecualizador éptimo desde el punto de
vista de la minimizacién de la probabilidad de error. Como indicado anteriormente, el detector éptimo en
un sistema de comunicaciones digitales en presencia de ISI es un detector de secuencias ML. Este detector
es particularmente adecuado para canales con ISI severa, cuando la ventana temporal de ISI es de unos
pocos simbolos. Por ejemplo, la figura 6.31 ilustra el desempeno de probabilidad de error del algoritmo de
Viterbi para una senal PAM binaria transmitida a través del canal B (ver figura 6.26). Con el propdsito
de comparacién se ilustra también la probabilidad de error para un DFE. Ambos resultados se obtuvieron
mediante simulaciones computacionales. Se observa que el desempeno del detector de secuencias de ML
es alrededor de 4.5 dB mejor que el desempefio del DFE para una probabilidad de error de 10~%. En
consecuencia, este es un ejemplo donde el detector de secuencias ML provee una ganancia en desempeno
significativa en un canal con una ventana de ISI relativamente pequena.

En conclusién, se discutio aspectos relacionados con ecualizadores adaptivos, utilizados ampliamente en
sistemas de comunicaciones digitales de alta velocidad para canales telefénicos. Los modems para lineas
telefénicas de alta velocidad (para velocidades por encima de 2400 bits/seg) generalmente incluyen un e-
cualizador adaptivo implementado con un filtro FIR con coeficientes que se ajustan en base a un critério de
MMSE. Dependiendo de la velocidad de los datos, el ecualizador contempla generalmente una ventana de
entre 20 y 70 simbolos. Para el ajuste de los coeficientes del ecualizador adaptivo se utiliza un algoritmo

LMS dado por (6.56).
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Figura 6.26: Dos canales con ISI.

6.5 Sincronizacion de simbolos

En un sistema de comunicaciones digital, la salida del filtro de recepcidn y(t) debe muestrearse periodicamente
a la velocidad de simbolos en los instantes precisos de muestreo t,,, = m1 + 7, donde T es el intervalo de
simbolo y 75 es un retardo de tiempo nominal que tiene en cuenta el tiempo de propagacién de la senal del
transmisor al receptor. Para realizar este muestreo periddico se requiere una senal de reloj en el receptor.
El proceso de extraer tal senal de reloj en el receptor se denomina sincronizacion de simbolos.

La sincronizacién de simbolos es una de las funciones mas criticas que se realizan en el receptor de un
sistema de comunicaciones digital sincronico. Debe notarse que el receptor debe conocer no solo la frecuencia
(1/T) ala cual se muestrean las salidas de los filtros acoplados sino que también debe conocer cuando tomar
muestras dentro de cada intervalo de simbolo. La elecciéon del instante de muestreo dentro del intervalo de
simbolo de duracién T se denomina fase del temporizado.

Visto en relacién con los patrones de ojo mostrados en la figura 6.7, la mejor fase de temporizado corres-
ponde al instante de tiempo dentro del intervalo de simbolo donde el patrén de ojo tiene un maximo. En
un sistema de comunicaciones practico el reloj receptor debe ajustarse continuamente en frecuencia (1/7) y
en fase de temporizado 1y para compensar los desplazamientos de frecuencia entre los osciladores utilizados
en los relojes de transmisién y recepcidn y, de esta forma, optimizar los instantes de tiempo de muestreo a
la salida del filtro acoplado o correlador.

La sincronizacién de simbolos puede lograrse de varias formas. En algunos sistemas de comunicaciones
los relojes de transmisién y recepceidén estan sincronizados con un reloj maestro, que provee una senal de
temporizado muy precisa. En este caso, el receptor debe estimar y compensar el retardo de tiempo relativo
entre las senales transmitidas y recibidas. Ese puede ser el caso en sistemas de comunicaciones de radio que
operan en la banda VLF (debajo de 30 kHz), donde las senales de reloj precisas son transmitidas a partir
de una estacién de radio maestra.

Otro método para lograr la sincronizacién de simbolos es que el transmisor emita simultaneamente la
frecuencia de reloj 1/T junto con la senial de informacién. El receptor debe simplemente utilizar un filtro
de banda estrecha sintonizado a la frecuencia del reloj de transmisién y, de esa forma, extraer la senal de
reloj para el muestreo. Esta aproximacién tiene la ventaja de ser simple de implementar. Existen, sin
embargo, varias desventajas. Una es que el transmisor debe asignar cierta porcién de su potencia disponible
para la transmisién de la senal de reloj. Otra es que una pequena fraccién del ancho de banda del canal
debe asignarse a la transmisién de la senal de reloj. A pesar de esas desventajas, este método se utiliza
frecuentemente en sistemas de transmision telefénica que emplean grandes anchos de banda para transmitir
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Figura 6.27: Espectro de amplitud para (a) el canal A (figura 6.26a) y (b) el canal B (figura 6.26b).

las senales asociadas a varios usuarios. En tal caso la transmisién de la senal de reloj se comparte en la
demodulacién de las seniales entre los varios usuarios. A través de este uso compartido de la senal de reloj
la penalidad en potencia transmitida y ancho de banda asignado se reduce proporcionalmente al nimero de
usuarios.

Una senal de reloj puede extraerse también de la senal de datos recibida. Existen cierto numero de
métodos diferentes que puede utilizarse en el receptor para lograr la autosincronizacién. A continuacién
se discutiran cuatro aproximaciones al problema de lograr sincronizacién de simbolos a partir de la senal
recibida. Se asumira que la sefal recibida a la salida del filtro receptor ggr(t) tiene la siguiente forma general

(o]
y(t) = Z anx(t —nT — 1) + v(t)
n=—0oQ
donde (1) = gr(t) * ¢(t) * gr(t), {an} es la secuencia de simbolos de informacién (binaria o M-4ria), v(1)
representa el ruido a la salida del filtro de recepcién, y 7y representa la fase de temporizado. Se desea obtener
una sefnal de reloj con una frecuencia igual a la velocidad de transmisién 1/7T" y una fase de temporizado 75. La

secuencia de datos {a,} se supone una secuencia estacionaria de media cero con elementos estadisticamente
1.1.d. En consecuencia, la senal PAM resultante

oQ

v(t) = Z anx(t —nT — 1)

n=—oQ

es un proceso estocastico cicloestacionario de media cero.
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Figura 6.28: Diagrama en bloques del DFE.

6.5.1 Meétodos de linea espectral

Dado que la componente de sefial v(¢) en la senal recibida y(t) es periddica con periodo T, es posible recuperar
una senal de reloj con frecuencia 1/T filtrando una componente de senal en f = 1/T. Es posible observar,
sin embargo, que Efv(t)] = 0, dado que E(a,) = 0. En consecuencia, v(t) no puede utilizarse directamente
para generar una frecuencia en f = 1/7. Por otro lado, es posible realizar una operacién no lineal sobre v(?)
para generar potencia en f = 1/T y sus armoénicas.

Se considerard por ejemplo una no linealidad de ley cuadratica. En base al cuadrado de la senal v(t) y
su valor esperado con respecto a la secuencia de datos {a,} se obtiene

ERM] = E| > > anama(t —mT —ro)a(t — nT — 7o) (6.57)
= o’ i 2 (t —nT — 1) (6.58)

a
deseada.

donde 02 = E[a2]. Dado que E[v*(t)] > 0, es posible usar v%(¢) para generar la componente de frecuencia

Se utilizara la Férmula de Suma de Poisson® para expresar (6.58) en la forma de una serie de Fourier,
entonces

a

2
E[Uz(t)] = 0.2 l‘z(t —nT — 7-0) — % Z cmej27Tm(t—TU)/T (659)

n=—oQ m

donde

en= [ X(OX/T = )i (6.60)

El espectro de la senal transmitida estd confinado, por disefo, a las frecuencias por debajo de 1/T. En
consecuencia, X (f) = 0 para |f| > 1/T y entonces, existirdn solamente tres términos no nulos en (6.59) para
m = 0,£1. De esa forma, la sefial v?(¢) contiene una componente de cc y una componente en la frecuencia
1/T.

El desarrollo anterior sugiere elevar al cuadrado la senal y(¢) a la salida del filtro de recepcién y filtrar
y*(t) con un filtro de banda estrecha B(f) sintonizado a la velocidad de simbolos 1/T". Haciendo la respuesta
del filtro B(1/T) = 1, se tiene que

2 2
. 2
E[vz(t)] = %Re ered2mt=m0)/T | — %cl cos %(t ) (6.61)

3A partir de ZO_OOO §(t —nT) = % ZO_OOO eIn(278)/T o5 posible mostrar que para cualquier z(t) y T, ZO_OOO z(t —nT) =

% ZO_OOO X (%) eJ"(2m)/T, de donde para t = 0 se obtiene la Férmula de Suma de Poisson deseada.
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Figura 6.29: DFE adaptivo.

tal que la sefial de temporizado es una sinusoide con una fase de —2x 7, /T, asumiendo que X(f) sea real. Es
posible usar los cruces por cero de la senal de temporizado como una indicacién de los instantes de muestreo
correctos. Sin embargo, los cruces por cero de la sefial dada por (6.61) ocurren en

2w T

0 equivalentemente

T
t:kT—i—To—i—Z

los cuales estdn desplazados en tiempo en T'/4 en relacién a los cruces por cero deseados. En un sistema
practico el desplazamiento de temporizado puede compensarse facilmente mediante un circuito de reloj
relativamente simple o mediante el diseno del filtro pasabanda B(f), de forma que tenga un desplazamiento
de fase de /2 en f = 1/T. La figura 6.32 ilustra este método para la generacién de la senal de temporizado
en el receptor.

El ruido aditivo que corrompe la senal causara generalmente fluctuaciones en los cruces por cero de
la senal deseada. El efecto de las fluctuaciones dependera de la amplitud ¢; de la senal de temporizado
sinusoidal media dada por (6.61). Notar que la amplitud de senal ¢; es proporcional a la pendiente de la
senal de temporizado en la vecindad del cruce por cero, como mostrado en la figura 6.33. En consecuencia,
cuanto mayor sea la amplitud ¢, mayor sera la pendiente y de esa forma los errores de temporizado debidos
al ruido serdn menores. De (6.60) se observa que ¢; depende de la cantidad de solapamiento espectral de
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Figura 6.30: Desempeno del DFE con y sin error de propagacion.

X(f) y X(1/T = f). De esta forma, ¢; depende de la cantidad en que el ancho de banda de X(f) excede el
ancho de banda de Nyquist 1/27", o sea, ¢; depende del ancho de banda en exceso. Si el exceso de ancho de
banda es cero, o sea X(f) = 0 para |f| > 1/2T, entonces ¢; = 0, y este método no permite obtener una senal
de temporizado. Si el exceso de ancho de banda es grande, por ejemplo de 50 % a 100 %, la amplitud de la
senal de temporizado sera suficientemente grande para producir estimaciones del temporizado de simbolos
suficientemente precisas.

6.5.2 Sincronizador por simetria (temprano-tarde)

Existe otro método para generar una senal de temporizado en el receptor que explota las propiedades de
simetria de la senal a la salida del filtro acoplado o correlador. Para describir este método es posible
considerar el pulso rectangular s(¢), 0 <t < T, mostrado en la figura 6.34a. La salida del filtro acoplado a
s(t) logra su méaximo valor en el instante ¢ = T', como mostrado en la figura 6.34b. De esta forma, la salida
del filtro acoplado es la funcién autocorrelacién temporal del pulso s(¢). Por supuesto, esto es cierto para
una forma de pulso arbitraria. Claramente, el instante adecuado para muestrear la salida del filtro acoplado
para obtener una salida maxima es en t = 7', o sea, en el pico de la funcién correlacion.

En presencia de ruido, la identificacién del valor pico de la senal es generalmente dificil. En lugar de
muestrear la senal en el pico, es posible suponer el muestreo antes, en t = T — 67T y después en t = T+ 67
Los valores absolutos de las muestras tempranas |y[m(t — 6T)]| y las muestras tardias |y[m(t + 6T")]| seran
menores (en el promedio en presencia de ruido) que las muestras en el valor pico |y(mT)|. Dado que la
funcién autocorrelacién es par con respecto al valor de muestra éptimo en ¢ = 7', los valores absolutos de la
funcién correlacidén en ¢t = T — 67T y t = T 4 67 son iguales. Bajo esta condicion, el instante de muestreo
apropiado es el punto medio entre t = T — 61 y t = T+ 6T. Esta condicién es la base para el sincronizador
de simbolos temprano - tarde.

La figura 6.35 ilustra el diagrama en bloques de un sincronizador temprano - tarde. FEn esta figura
se utilizan correladores en lugar de filtros acoplados equivalentes. Los dos correladores integran sobre un
intervalo de simbolo 7', pero un correlador comienza a integrar 67 mas temprano en relacién al instante
de muestreo éptimo estimado y el otro integrador comienza a integrar 67" tarde en relacién al instante de
muestreo éptimo estimado. Se forma una senal de error en base a la diferencia entre los valores absolutos de
las dos salidas de los integradores. Para suavizar el ruido que perturba a las muestras de senal, la senal de
error se pasa a través de un filtro pasabajos. Si el temporizado esta lejos del instante de muestreo 6ptimo,
la senal de error promedio a la salida del filtro pasabajos no es cero, y la senial de reloj se retarda o avanza,
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Figura 6.31: Desempeno del detector de Viterbi y el DFE para el canal B.
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Figura 6.32: Temporizado de simbolos en base a un método de linea espectral.

dependiendo del signo del error. De esta forma, la senal de error suavizada se utiliza para alimentar un
oscilador controlado por tensién (VCO), cuya salida es la senal de reloj deseada para ser utilizada en el
muestreo. La salida del VCO se utiliza también como senal de reloj para un generador de forma de onda de
simbolos que permite obtener la misma forma basica del pulso a la salida del filtro de transmision. La forma
de onda de pulso se avanza o retarda y luego se alimenta a los dos correladores, como mostrado en la figura
6.35. Notar que si los pulsos de senal son rectangulares, no existe necesidad de un generador de pulsos de
senal dentro del lazo.

Se observa que el sincronizador temprano - tarde es basicamente un sistema de control de lazo cerrado
cuyo ancho de banda es relativamente estrecho comparado con la velocidad de simbolos 1/7. El ancho de
banda del lazo determina la calidad de la estimacién del temporizado. Un lazo de banda estrecha provee
mejor promediacion sobre el ruido aditivo y, de esa forma, mejora la calidad de los instantes de muestreo
estimados, previendo que el retardo de propagacién del canal y el oscilador del reloj en el transmisor no
se desplazen con el tiempo. Por otro lado, si el retardo de propagacién del canal estd cambiando con el
tiempo y/o el reloj del transmisor estd desplazandose en el tiempo, entonces el ancho de banda del lazo debe
incrementarse para proveer un seguimiento mas rapido de las variaciones en el tiempo del temporizado de
simbolo.

En el modo de seguimiento, los dos correladores estan afectados por simbolos adyacentes. Sin embargo,
si la secuencia de simbolos de informacién tiene media cero, como es el caso para PAM y otros formatos de
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Figura 6.34: (a) Senal pulso rectangular, (b) la salida de su filtro acoplado.

senalizacién, la contribucién a la salida de los correladores a partir de simbolos adyacentes tiene promedio

cero en el filtro pasabajos.

Una realizacién equivalente del sincronizador temprano - tarde algo mas simple de implementar se muestra
en la figura 6.36. En este caso el reloj del VCO se avanza y se retarda en 87, y esas senales de reloj se
utilizan para muestrear las salidas de los dos correladores.

6.5.3 Método del error medio cuadratico minimo (*)

Otra aproximacion al problema de sincronizacion a partir de la senal recibida estd basada en la minimizacién

del MSE entre la salida del filtro de recepcion y los simbolos deseados. En la practica el MSE, dado por
MSE = E{[ym(0) — am]*}

se aproxima por el promedio temporal de errores al cuadrado dado por

< MSE >= [ym(70) — am]’ (6.62)

m

donde
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Figura 6.35: Diagrama en bloques de un sincronizador temprano - tarde.

Um(m0) = Zanx(mT —nT — 1) + v(mT) (6.63)

n

V @y, es el simbolo a la salida del detector.
El MSE minimo con respecto a la fase de temporizado 7y se obtiene derivando (6.62) con respecto a 7.
De esta forma, se obtiene la condicién necesaria

dym(70)

=0
dTO

S [ (70) — ]

m

Una interpretacién de esta condicidén necesaria es que el instante de muestreo 6ptimo corresponde a la
condicion en que la sefial de error [ym () — dm] no esté correlacionada con la derivada dy,,(79)/drg. Dado
que la salida del detector se utiliza en la formacién de la senal de error, este método de estimacién de la fase
de temporizado se dice que esta dirigido por la decision.

La figura 6.37 ilustra la implementacién de un sistema que estd basado en la condicién anterior. Notar
que la operacion de sumatoria se implementa como un filtor pasabajos, el cual promedia cierto nimero de
simbolos. El tiempo promedio es rigurosamente igual al reciproco del ancho de banda del filtro. La salida
del filtro se conduce a un oscilador controlado por tensién (VCO), lo cual provee la mejor estimacién MSE
de la fase de temporizado 7.

6.5.4 Método de Maxima Verosimilitud (*)

En el critério ML el temporizado éptimo de simbolo se obtiene maximizando la funcidn verosimilitud dada
por

A(m) = Z am Ym (70)

donde ym(7g) es la salida muestreada del filtro de recepcién dada por (6.63). Desde un punto de vista
matematico, la funcién verosimilitud es proporcional a la probabilidad de la senal recibida condicionada por
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Figura 6.36: Diagrama en bloques de forma alternativa de un sincronizador temprano - tarde.

la senal transmitida conocida. Fisicamente, A(7g) es simplemente la salida del filtro acoplado o correlador
en el receptor promediada sobre cierto numero de simbolos.
Una condicion necesaria para que 7y sea una estimacién ML es que

dA(mp) _ Zam dym (7o) .
dTO dTO

m
Este resultado sugiere la implementacién de un lazo de seguimiento como mostrado en la figura 6.38. Se
observa que el producto de la salida del detector @, con la entrada dym(m)/dm se promedia mediante un
filtro pasabajos cuya salida se conduce al VCO. Dado que la salida del detector se utiliza en el método de
estimacion, la estimacién 7 esta dirigida por las decisiones.

Como alternativa a la utilizaciéon de los simbolos de salida del detector es posible usar un método de
dectston no dirigide que no requiera el conocimiento de los simbolos de informacién. Este método se basa
en la promediacién sobre la estadistica de los simbolos. Por ejemplo, es posible elevar al cuadrado la salida
del filtro de recepcién y maximizar la funcién

As(m0) = Yy (70)

con respecto a 19. De esta forma se obtiene

dAz(To) _ dym(To) _

La condicién para el 1y 6ptimo de esta ecuacion puede satisfacerse mediante la implementacién mostrada
en la figura 6.39. En este caso, no existe necesidad de conocer la secuencia de datos {am, }. En consecuencia,
el método no esta dirigido por las decisiones.
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