Capitulo 7

Técnicas de modulaciéon digital

pasabanda

Modulacién de amplitud (ASK)
e Modulacién de fase (PSK)

Modulacién de amplitud en cuadratura (QAM)

Modulacién en frecuencia (FSK)
e Modulacién de fase continua (CPM)

e Transmision digital en canales con desvaneciemiento y multicamino

En los dos ultimos capitulos se describieron métodos de modulacion digital para canales banda base, o
sea, canales con una caracteristica en frecuencia pasabajos. Las senales moduladas digitalmente con carac-
teristicas espectrales pasabajos pueden transmitirse directamente a través de esos canales sin la necesidad
de traslacién en frecuencia.

Existen varios canales de comunicaciones, incluyendo canales telefénicos, canales de radio y canales
satelitales que permiten el pasaje de senales con una banda de frecuencias que esta lejos del origen. Tales
canales se denominan pasabanda. Como en el caso de la transmision analdgica, la informacién digital puede
transmitirse a través de esos canales utilizando una portadora sinusoidal que es modulada por la secuencia
de informacién en amplitud, fase o frecuencia, o alguna combinacion de amplitud y fase. El efecto de asociar
la senal de informacién a uno o mas parametros de la sinusoidal es desplazar el contenido de frecuencias de
la senal transmitida a una banda de frecuencias apropiada que pasard por el canal.

En este capitulo se estudiardn varios métodos de modulacién de portadora, incluyendo modulacion de
amplitud, fase, combinacion de amplitud y fase, y modulaciéon de frecuencia. Se considerard las carac-
teristicas espectrales de esas senales de portadora modulada, se estudiard su demodulacién éptima cuando
esta corrompida por AWGN y se evaluara el desempeno en términos de probabilidad de error.
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7.1 Modulacién de amplitud (ASK)

Del Capitulo 5 es posible recordar que para PAM digital banda base, las formas de onda de senal son

Sm(t) = Amgr(t), m=12--- M

donde gr(t) es la respuesta impulsiva del filtro de transmisién cuya forma determina las caracteristicas
espectrales de la senal transmitida y A,, es la amplitud de senial que toma valores discretos dados por

Ap=02m—1-M), m=1,2--- M

Como mostrado en el Capitulo anterior el espectro de las senales banda base esta contenido en la banda de

frecuencias |f| < W, donde W es el ancho de banda de |G7(f)|*.

Sefial banda base N\ Sefial pasabanda
—{ X -al

sm(D) smlt) COS 210 f 2

Portadora
cos 2nf.t

Figura 7.1: Modulacién de amplitud de una portadora sinusoidal mediante la senal PAM digital banda base.

Para transmitir la senal digital a través de un canal pasabanda mediante modulacién de amplitud las
senales banda base s, (), m = 1,2,---, M se multiplican por una portadora sinusoidal cos 2w f.t, como
mostrado en la figura 7.1, donde f, es la frecuencia de la portadora (f. < W) y corresponde a la frecuencia
central de la banda pasante del canal. De esta forma, las senales transmitidas pueden expresarse como

Um () = Apmgr(t) cos2nfet, m=1,2,--- M (7.1)

Como discutido previamente en el Capitulo 2, la modulaciéon de amplitud de la portadora cos2xf.¢
mediante las sefiales banda base, s, (t) = Amgr(t), desplaza el espectro de la senal banda base por una
cantidad igual a f. y de esta forma, coloca a la senal en la banda pasante del canal. Recordando que la
transformada de Fourier de la portadora es [6(f — f.) + 6(f + f.)]/2, y como la multiplicacién de dos senales
en el dominio tiempo corresponde a una convolucién de sus espectros en el dominio frecuencia, el espectro
de la senal de amplitud modulada dado por (7.1) serd

Un(f) = 221G (] = )+ Gr (7 + 1)

De esta forma el espectro de la senal banda base s, (t) = Amgr(t) se desplaza en frecuencia en la frecuencia
de la portadora f.. El resultado es una senal AM DSB-SC, como ilustrado en la figura 7.2.

La ilustracién de las caracteristicas espectrales de la senal modulada en amplitud anterior tiene en cuenta
la densidad espectral de potencia de una secuencia de simbolos trasmitidos. De esa forma, si

oQ

v(t) = angr(t —nl) (7.2)

— 00

es la senal banda base PAM y {a, } es la secuencia de valores de amplitud, la densidad espectral de potencia
de la senal de amplitud modulada

u(t) = v(t) cos 2m f.t (7.3)
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Figura 7.2: Espectro de (a) una senal banda base y (b) una senal modulada en amplitud.

sera

So() = 3[Sv(f = 1)+ S/ + 1)

donde Sy (f) es la densidad espectral de potencia de la sefial banda base previamente discutida en el Capitulo
anterior, y Su(f) es la densidad espectral de potencia de la senal pasabanda u(t).

La senal modulada u(t) es una senal de amplitud modulada de doble banda lateral de portadora suprimi-
da (AM-DBL). La banda lateral superior de u(t) estd formada por el contenido de frecuencias de u(t) para
|f] > fe, 0 sea, para f. < |f| < f. + W. La banda lateral inferior de u(t) estd formada por el contenido de
frecuencias para |f| < fe., o sea, para f. — W < |f]| < f.. En consecuencia, la senal de amplitud modulada
DBL ocupa un ancho de banda de canal de 2W, el cual es dos veces el ancho de banda requerido para
transmitir la senal banda base.

La energia de las sefiales pasabanda u,, (t), m = 1,2,---, M, dadas por (7.1), estd definida por

Em = / ul (t)dt = / A2 g3.(t) cos® 2m .t dt
A2 ©0 A2 o
St g dt+ St [ gh(t) cosAnfot dt

Notar que cuando f. > W, el término ffooo g5 () cos4m fot dt involucra la integracién del producto de una
funcién lentamente variable, g2.(t), con un término sinusoidal rdépidamente variante, cos 47 f.t, de forma que
aquel término es practicamente cero. En consecuencia

Az, [ A2,

donde &, es la energia en el pulso de senal gr(t). De esta forma, se mostré que la energia en la sefial
pasabanda es la mitad de la energia de la senal banda base. El factor de escala 1/2 se debe a la componente
portadora cos 27 f.1, que tiene una energia promedio de 1/2.

Cuando la forma del pulso transmitido gp(?) es rectangular, o sea
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0 vf

la sefial de amplitud modulada se denomina usualmente llaveado de desplazamiento de amplitud (Amplitud-
shift keying, ASK).

Finalmente, notar que llevar las sefiales banda base s, (%) sobre la amplitud de la portadora cos 27 f:¢ no
cambia la representacién geométrica bésica de la sefial PAM digital. Las sefales u,,(t) pueden expresarse
como

um(t) = sm e (1)

donde la senal basica esta definida por
2
V(t) =4 g—gT(t) cos 2w f.t (7.5)
g

YA, m=1,2,, M (7.6)

Sm =

Notar que el Gnico cambio en la representaciéon geométrica, comparando con las senales banda base, es el
factor escalar \/2, que aparece en (7.5) y (7.6)

7.1.1 Demodulacién y deteccién de PAM

La demodulacién de una senal PAM digital pasabanda puede lograrse de varias formas mediante correlacién
o filtrado acoplado. Con propésitos ilustrativos se considerara un demodulador de tipo correlador.
Es posible suponer que la senal transmitida es

Um(t) = Apmgr(t)cos2afeit, 0<t<T (7.7)

La senal recibida puede expresarse como

r(t) = Amgr(t)cos2nft + n(t), 0<t<T (7.8)

donde n(t) es el proceso de ruido en la banda pasante representado por

n(t) = ne(t) cos 2w fot — ng(t) sin 27 f 1

Mediante la correlacién cruzada entre la senal recibida »(#) con la funcién base ¥(¢), como mostrado en la
figura 7.3 se obtiene la salida

/_O:o r(t)(t)dt = m\/g/_Zg%(t)COSZQWfCt—I—/_O; n(t)(t)dt (7.9)
&

A
Am\| 2 +n (7.10)

donde n representa la componente de ruido aditivo a la salida del correlador.
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Figura 7.3: Demodulacién de una senal PAM digital.

Recuperacion de la fase de la portadora

En el desarrollo anterior se supuso que la funcién ¢(t) estd perfectamente sincronizada con la componente
de senal en r(¢) tanto en tiempo como en fase de la portadora. En la practica sin embargo, esas condiciones
ideales no se cumplen debido el retardo de propagacién encontrado al transmitir una senal a través del canal
v debido a la deriva de fase y frecuencia que ocurren en cualquier oscilador practico asociado a la portadora
cos 2m f.t. En consecuencia, es necesario generar una portadora de fase coherente en el receptor para realizar
la demodulacién de la senal recibida.

Senal recibida
40)] Correlador o Salida
—{ X filtroacoplad o pe—- Muestreador Detector f———

banda base

Yy

cos (2mf.t —3)
- PLL !

Reloj

Figura 7.4: Demodulacién de una senal de portadora modulada en amplitud.

Como la senal de mensaje dada por (7.2) es generalmente de media cero, la senal de amplitud modulada
DBL u(t) dada por (7.3) tieme potencia promedio cero alrededor de f = f.. Por ello, no es posible estimar
la fase de la portadora directamente de r(¢). Sin embargo, elevando al cuadrado a r(t) es posible generar
una componente de frecuencia en f = 2f. que no tenga potencia promedio nula. Esta componente puede
obtenerse luego mediante un filtro pasabanda de banda estrecha sintonizado en f = 2f,, cuya salida puede
enviarse a un PLL. Un diagrama en bloques funcional del receptor que emplea un PLL para estimar la fase
de la portadora se ilustra en la figura 7.4.

El Lazo de Costas sirve como un método alternativo para estimar la fase de la portadora a partir de la
senal recibida r(t). Las estimaciones con el Lazo de Costas y un PLL producen estimaciones comparables
en calidad en presencia de ruido aditivo en el canal.

Demodulacién y deteccién

Como alternativa a la demodulacién banda base es posible realizar correlacién cruzada o filtrado acoplado
en la banda pasante o en alguna frecuencia intermedia conveniente. En particular, un correlador pasa-
banda puede utilizarse para multiplicar la sefial recibida r(t) por la portadora de amplitud modulada



272 Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS

Senal recibida

r(n . Salida
—{ X L()dt | Muestreador [——p- Detector  jf——pm

Generador de
»| PLL pulsos ~¢ Reloj

gr(n

(a)

Sefial recibida

0] Correlador Salida
—-{ pasabanda 3| Muestreador Detector |rea—ipm
filtro acoplado
—=1{ PLL
A
cos 2rf.t-¢) Reloj
(b)

Figura 7.5: Demodulacién pasabanda de una senal PAM digital mediante: (a) correlacién pasabanda y (b)
filtrado acoplado pasabanda.

gr(t) cos(2m f.t — ¢), donde cos(27wfst — (/;) es la salida del PLL. La senal producto se integra en un in-
tervalo de senalizacion 7', la salida del integrador se muestrea en ¢ = 7' y la muestra se conduce a través
del detector. Si se utiliza un filtro acoplado en lugar de un correlador, la respuesta impulsiva del filtro sera
gr (T —t) cos2nfo(T — 1) — qg] Un diagrama en bloques funcional para esos demoduladores se muestra en la
figura 7.5.

Para describir la operacién del detector optimo para el caso de un canal AWGN, es posible suponer que
la sefial transmitida es (1) = s, (1), donde ¢(¢) y s, estan dadas por (7.5) y (7.6), respectivamente.
Ademas, es posible suponer que la estimacién de la fase de la portadora es qg(t) = ¢(1), donde ¢(t) es la fase
de la portadora. Luego, la entrada al detector sera

ro= /_Oo r(t)(t)dt = sy, /Oo ¢2(t)dt+/oo n(t)y?(t)dt (7.11)

oQ — 00 — 00

A %’ +n (7.12)

donde n(t) es una funcién muestra del proceso de ruido pasabanda.
Para mensajes equiprobables, el detector éptimo basa su decisién en las métricas de distancia dadas por

D(r,sm) = (r—sm)?, m=1,2

syt

M

o equivalentemente, en las métricas de correlacion dadas por

C(r,$m) = 2rsm — sfn

como discutido previamente en el Capitulo 5.
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Recuperacién del temporizado de simbolos

Varios métodos de recuperacion del temporizado de simbolos se describieron en el Capitulo anterior. Esos
métodos se aplican tanto a sistemas banda base como a sistemas pasabanda. Debido a que cualquier senal
modulada puede convertirse en una senal banda base mediante una translacién en frecuencia simple, la
temporizacién de simbolos puede recuperarse de la senal recibida después de la conversién de frecuencia a
banda base.

En muchos sistemas de comunicaciones modernos la senal recibida se procesa (demodula) digitalmente
después que ha sido muestreada a la frecuencia de Nyquist o mds rapido. En tal caso la recuperacién de la
fase de la portadora y el temporizado de simbolos se lleva a cabo mediante operaciones de procesamiento
de senal sobre las muestras de senal. De esta forma se utiliza frecuentemente un PLL digital para el primer
caso y un lazo de recuperacion de reloj para el segundo, como descripto en el Capitulo anterior.

7.1.2 Probabilidad de error para PAM en un canal AWGN

El desempeno en términos de probabilidad de error de los demoduladores descriptos anteriormente para un
canal AWGN es exactamente el mismo que para transmision PAM banda base a través de un canal AWGN,
tanto con la demodulacion mediante un correlador o filtro acoplado. Se discutira especificamente este aspecto
calculando la SNR a la salida del correlador mostrado en la figura 7.4. Para ello se asumird que la entrada
al detector estd dada por (7.12). El pulso transmitido g7 (¢) se supone limitado en frecuencia a W Hz, o sea,

G(f) =0 para |f| > W.

Debido a que el proceso de ruido es Gaussiano de media cero se tiene que

La varianza de una muestra de ruido sera

o2 = E[/Oo /Oo n(yn(F)e() dtdr] / / (I (r)ddr
/ / o = PV ()t = / Pty [/ Oo\If(f)Sn(f)eﬂ””df

| e (7.13)

[5V)

donde ¥(f) es la transformada de Fourier de (¢) y S,(f) es la densidad espectral de potencia del ruido
aditivo. De (7.5) se obtiene que

1
Vg,

Ademas, la densidad espectral de potencia del proceso de ruido de ancho de banda limitado sera

U(f) =

[Gr(f = fo) + Go(f + fo)] (7.14)

No —
Sn(f):{ 0o Lj} flsw (7.15)

Sustituyendo (7.14) y (7.15) en (7.13) se obtiene

[5V)

N, —fe+W —ftW
P Kl/ - satars [ o ot

— _f_

c

_ M 2gr — Mo

Siguiendo el desarrollo del Capitulo 5, la probabilidad de un error de simbolo sera



274 Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS

Py = MA;1P<|7°—5m|> @/2):%@( %’) (7.16)

En base a (7.4) es posible relacionar la energia promedio transmitida con &, tal que

J & & M2_1
_ _ _ Yy 2 _ -
gav—PavT—mZ::lg —Emzz:l(Qm—l—M) _Té‘g
De donde
6P, T
&y = U1 (7.17)

Sustituyendo (7.17) en (7.16) permite obtener la forma deseada de la probabilidad de error para PAM M -aria,
o sea

(M —1) 6P T
Py = 762( =N, (7.18)

7.1.3 Demodulacién con distorsién en el canal

En muchos sistemas de comunicaciones practicos el canal distorsiona la senal transmitida. El tipo mas
comin de distorsién de canal encontrada en la practica es la distorsién lineal (distorsién de amplitud y fase),
discutida en el Capitulo anterior. Este tipo de distorsién resulta en interferencia intersimbolos (IST) que
degrada el desempeno del sistema de comunicaciones.

La ISI puede reducirse mediante el diseno apropiado de los filtros de transmisién y recepcién. La
metodologia descripta en el Capitulo anterior para el diseno de los filtros de transmisién y recepcién para un
canal con distorsién lineal puede aplicarse directamente convirtiendo el canal pasabanda en un canal banda
base equivalente. Especificamente, es posible suponer que el canal pasabanda esta caracterizado mediante
la respuesta en frecuencia Cyp(f) y sea f. la frecuencia central de la banda pasante. Sea C(f) la respuesta
en frecuencia de un canal banda base equivalente (pasabajos), definida como

C(f—fc):{ 2Cn(f) L2 1.

Como Oy, (—=f) = Cps(f), se obtiene que
* _ 0, f > _fc
s -10={ 205(~f), | <.

En consecuencia, la respuesta en frecuencia Cpp(f) del canal pasabanda puede expresarse como

Col) = SICU ~ )+ €1~ [)] (7.19)

donde C(f) es la respuesta en frecuencia del canal banda base equivalente. Esta relacién se ilustra en la
figura 7.6. La relacion correspondiente entre las respuestas impulsivas de los canales pasabanda y banda
base puede obtenerse de (7.19). Si ¢pp(t) es la respuesta impulsiva del canal pasabanda y ¢(t) es la del canal
banda base, entonces!

1En general, cpp(t) es real, mientras que la respuesta impulsiva del canal banda base ¢(t) puede ser compleja. Si la magnitud
|Cps(f)| es par alrededor de f = fc y la fase ©(f) = LCpu(f) es impar alrededor de f = fc, entonces C’;b(—f) = Cpu(f) y c(2)

resultard real.
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Figura 7.6: Respuesta de amplitud y fase de un canal pasabanda (a) y su canal banda base equivalente (b).

epp(t) = Re[c(t)eﬂ”fct]

Una vez que se ha determinado la respuesta en frecuencia C(f) del canal banda base equivalente co-
mo discutido anteriormente puede disenarse los filtros 6ptimos de transmision y recepcién siguiendo un
procedimiento similar al del Capitulo anterior, el cual se aplica, obviamente, a un canal banda base.

Cuando la caracteristica de respuesta en frecuencia del canal Cpy(f) es desconocida a priori como en el
caso, por ejemplo, de canales telefénicos, la metodologia descripta en el Capitulo anterior no es mas aplicable.
En tal caso sera necesario recurrir a un ecualizador adaptivo para compensar la distorsién del canal. La
aproximacién bésica en este caso es disenar los filtros de transmisién y recepcién Gp(f) y Gr(f) para ISI
nula o para ISI controlada (sefiales de respuesta parcial), basandose en la suposicién que el canal es ideal.
Por ejemplo, es posible seleccionar Gp(f) v Gr(f) para satisfacer la condicién

|Gr(NGR()] = Xre(f)

la cual resulta en ISI nula cuando el canal banda base equivalente es ideal. Luego, si se transmite un pulso
aislado gr(t), la componente de sefal a la salida del filtro de recepcidén tendrd la caracteristica de respuesta
en frecuencia Gp(f)Gr(f)C(f), donde C(f) representa la respuesta en frecuencia del canal banda base
equivalente no ideal. La ISI resultante del canal no ideal puede compensarse utilizando un ecualizador lineal
adaptivo, con respuesta en frecuencia Gg(f). De esta forma, Gg(f) sirve para compensar las caracteristicas
no ideales del canal C(f). Esta es basicamente la solucién descripta en el Capitulo anterior para el caso de
ecualizar adaptivamente un canal banda base.

En un sistema que utiliza modulacién de portadora el ecualizador adaptivo puede implementarse como
pasabanda o banda base. La figura 7.7 ilustra las dos configuraciones. Las dos implementaciones son
funcionalmente equivalentes.
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Figura 7.7: (a) Ecualizacién pasabanda, (b) ecualizacién banda base.

Finalmente, es posible agregar que podria utilizarse tanto un ecualizador con realimentacién de decisién
(DFE) o el detector de secuencias de ML (algoritmo de Viterbi) como alternativa a un ecualizador lineal para
combatir ISI debido a la distorsién del canal. Estos dos ecualizadores no lineales producen un desempeno
significativamente mejor comparado con el obtenido con el ecualizador lineal en un canal con distorsién
severa.

7.2 Modulacién de fase (PSK)

En la modulacién de fase la informacion transmitida sobre un canal de comunicaciones esta asociada a la fase
de la portadora. Dado que el rango de la fase de la portadora es 0 < 8 < 27, el rango de fases de portadora
utilizadas para transmitir informacién digital a través de modulacién digital de fase es 6 = 2xk/M, k =
0,1,---, M — 1. De esta forma, para el caso de modulacién de fase binaria (M = 2), las dos fases de la
portadora seran 6y = 0 y 0, = m. Para modulacién de fase M-aria, M = 2* donde k es el niimero de bits de
informacién por simbolo transmitido.

La representacién general de un conjunto de M senales de fase modulada es la siguiente

2mm

um(t):gT(t)Cos (27cht+7) ) m:0,1,~~~,M—1 (720)

donde gp(t) es el formato de pulso asociado al filtro de transmisién, que determina las caracteristicas espec-
trales de la senal transmitida. Esas senales tienen idéntica energia, o sea

/ ul (t)dt = / g (t) cos? (27cht + %Wm) dt

— 00 oQ

e 1 [ 4
/ ga(t)dt + 5/ g (t) cos? (47cht + %) dt

— 00 — 00

Em

1
= & =& Vm (7.21)

donde &, es la energia del pulso gr(t) y & es la energia transmitida por simbolo. El término de (7.21) que
involucra una componente de frecuencia doble es en promedio cero cuando f. > W, donde W es el ancho
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de banda de gr(t). En consecuencia, todas las senales poseen la misma energia. Notar que cuando gp(?) es
un pulso rectangular, o sea esta definido como

gr(t) =

entonces las senales transmitidas seran

1285 2
um(t) = %COS (27Tf0t + %) ) m= Oa 1a o 'aM -1 (722)

Desplaz. Desplaz. Desplaz.
180° 0° -90°

oo

[=]
-

Figura 7.8: Ejemplo de una senal PSK de cuatro fases.

y tendran una envolvente constante y cambios de fase abruptos al comienzo de cada intervalo de senal. Este
tipo de modulacién digital de fase se denomina llaveado por desplazamiento de fase (Phase-Shift Keying,
PSK). La figura 7.8 ilustra una senal PSK de cuatro fases (M = 4).

Interpretando el argumento de la funcién coseno de (7.22) como la suma de dos angulos, es posible
reescribir (7.20) como

U (t) = g7 (1) Ape cos 27 fot — g7 (t) Apys sin 27 f .t (7.23)
donde
Ape = cos2mm/M, m=0,1,--- M—1
(7.24)
Aps = sin2am/M, m=0,1,--- . M—1

De esta forma, una senal de fase modulada puede verse como dos portadoras en cuadratura con amplitudes
97 () Ame ¥ 97(1)Ams como ilustrado en la figura 7.9, las cuales dependeran de la fase transmitida en cada
intervalo de senalizacién.

A partir de (7.23) las senales moduladas en fase pueden representarse geometricamente como vectores
bidimensionales con componentes /& cos 2mrm/M y /Essin 2mrm/M, o sea

Sm = Escos2mrm/M ~/Essin2mm /M
(Ve /M E /M)

Notar que las funciones base ortonormales son :(t) = ,/gl gr(t) cos2mwft y al(t) = —4 /gl gr(t)

sin 27 f.t. Las constelaciones de puntos de senal para M = 2,4, 8 se ilustran en la figura 7.10. Es posible
observar que la modulacién de fase binaria es idéntica a PAM binaria.

El mapeo o asignacién de k bits de informacién en M = 2* fases posibles puede realizarse de dos formas.
La asignacion preferida es utilizar el cddigo Gray, en el cual las fases adyacentes difieren en un unico bit
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Figura 7.9: Modulacién de fase digital vista como dos portadoras en cuadratura moduladas en amplitud.
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Figura 7.10: Constelaciones PSK.

como ilustrado en la figura 7.10. Debido a que los errores mas probables originados por ruido involucran la
seleccion erronea de una fase adyacente a la asociada a la fase transmitida, para el caso del cédigo Gray solo
se generara un tunico bit en error en la secuencia de k bits del simbolo.

Las caracteristicas espectrales de una senal de fase modulada son similares a las caracteristicas espectrales
de una senal PAM digital. A partir de (7.20) es posible observar que las sefiales pasabanda u,,(¢) pueden
expresarse en el intervalo de senalizacién 0 < ¢ < T como

Um(t):Re gT(t)eJZWm/MeJZcht , m=0,1,---, M—1

La senal pasabanda correspondiente para una secuencia de informacién de simbolos puede entonces expresarse
como

u(t) = Re [v(t)eﬂ”fct] (7.25)
donde, por definicién
U(t) = Z 6j€"gT(t — nT)

La secuencia transmitida de fases {6,,} se obtiene mediante el mapeo de la secuencia de simbolos de k bits
en las fases de portadora seleccionadas del conjunto de M fases dado por {2xm/M, m = 0,1,--- M — 1}.
Definiendo una amplitud compleja A,, como

An = ej9n = Anc +.7Ans
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es posible obtener una expresién para la senal pasabajos v(t), la cual es idéntica a la expresién para una
senal PAM digital (ver Capitulo anterior), excepto que ahora la secuencia {A,} es compleja. Esta diferencia
requiere definir la funcién autocorrelacién para la secuencia {A,,} como

Ra(n) = E[AjApe] = B [0 citens] = [ Ernmn)]

Mas alla de esta diferencia menor, la derivacién de la densidad espectral de potencia de la senal transmitida
u(t) dada por (7.25) sigue entonces el procedimiento del Capitulo anterior. De esta forma, se obtiene la
funcién autocorrelacién promedio de la senal transmitida como

Ry(1) = % Z Ra(m)Ry(t —mT)cos 2x f.r

donde R,(7) es la funcién autocorrelacién temporal del pulso gr(t), definida por (6.8). La transformada de
Fourier de Ry (7) permite obtener las densidad espectral de potencia asociada dada por

SU(f) = %[Sv(f_fc)"i's‘/(_f_fc)] (726)
donde el espectro de potencia de la sefial pasabajos v(t) sera
Sv (1) = 254 (PGP (r27)
y
SA(f) = Z RA(n)e_jZﬂ—fnT (728)

Esto tiene la misma forma que el espectro de potencia promedio obtenido para una senal PAM. La unica
diferencia es que la funcién autocorrelacién R4(n) en la sefial de fase modulada es ahora de valor complejo.

Ejemplo. Determinar la densidad espectral de potencia de una sefial PSK M-aria de envolvente constante
cuando la secuencia de informacién es blanca.
La forma del pulso gr(t) para PSK es rectangular, en consecuencia

. 2
S TIJ:T] = 28, Tsinc*(fT)

T

IGﬂﬁF=2&T[

Las M posibles fases transmitidas son simétricas y supuestas equiprobables. Por ello,

o4, m=0

RA(m):{ 0, m#0

donde 0% = 1. Luego, el espectro de potencia del proceso banda base V (t) sera

sinm f1'
xfT

Sy (f) = 2&; [ ]2 = 2&sinc?(f7)

v el espectro de potencia de la senal pasabanda sera

Es

Su(f) = _[

sinw(f — fC)T]z &, [sinw(f—i—fc)Tr
2 | 7 =T | T2 R

x(f = f)T 2 | w(f+ 1T

2
Un esquema de Syr(f) se muestra en la figura 7.11, graficada en funcién de la frecuencia normalizada fT.
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Figura 7.11: Densidad espectral de potencia para PSK M-aria con simbolos de informacion no correlaciona-
dos.

7.2.1 Demodulacién y deteccién de PSK

La senal pasabanda recibida en un intervalo de senalizacién a partir de un canal AWGN puede expresarse
como

) = umlt) +n(t)
= gr(t)Ame cos 2w fot — g (8) Ams sin 2w fot + ne(t) cos 2w fot — ng(t) sin 27w f .t

donde A, y Aps estan definidas por (7.24). La senal recibida puede correlacionarse con 44 (¢) =, /gl gr(t)

cos2mfet y a(t) = —y/ gl gr(t) sin 27 f.t. Las salidas de los dos correladores producen las dos componentes

de senal y ruido, las que pueden expresarse como

r = Sn+n

= (\/gcos 2rm/M + n. \/gsin%'m/M—l— ns)

donde, por definicién

n, = J%/_Oo g7 (O)n.(t)dt
ny = J%/_Oo g1 (t)ne(t)dt

Como las componentes de ruido n.(t) y ns(¢) tienen media cero y no estan correlacionadas, entonces
En.] = E[ns] =0y E[n.ns] = 0. La varianza de las componentes de ruido serd

Bt = Bl =g [ [ arOntotn o, jaar

_ %/_Z /_O; (g0 () R (L — 7)dtdr

I N
= % ) T = No
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El detector éptimo proyecta el vector de senal recibido sobre uno de los M posibles vectores de senal
transmitidos {s,, } y selecciona aquel correspondiente al valor de mayor proyeccién. De esta forma se obtienen
las métricas de correlacién

C(r,sm)=7 8n, m=01-- M-1

Como todas las senales tienen la misma energia, una métrica equivalente para la deteccion de modulaciéon
de fase digital es calcular la fase del vector de sefial recibido # = (r,r2), dada por

0, = tan~! 2 (7.29)

r1
y seleccionar la sefial del conjunto {s,,} cuya fase esté mds préxima a ©,. En la seccién siguiente se evaluard
la probabilidad de error basandose en esta métrica.
Es necesario mencionar el problema asociado con el desplazamiento de la fase de la portadora de la senal

recibida. En general los osciladores empleados en el transmisor y el receptor no estan en sincronismo de fase.
En consecuencia, la senal recibida sera de la forma

(1) = Amegr(t) cos(2mfot + @) — Apmsgr(t) sin(2a fet + ¢) + n(?)

Al detector

T

:6)———-»](-):!: /C -
0

\/;cos (21tﬁr+6) i

PLL

Senal
Recibida

Y

90

ﬁsin Qnfor + fp)
T Al detector
—{ X -/(-)dt /C >

0

Figura 7.12: Demodulador para senales PSK.

donde ¢ es el desplazamiento de fase de la portadora. Este desplazamiento de fase deberd estimarse en el
demodulador, el procedimiento se describira en secciones siguientes. La estimacion de fase obtenida debera
utilizarse en la operacién de correlacién. Por ello, la senal recibida debe estar correlacionada con las funciones

ortogonales () = 4/ glgT(t) cos(2m fet + (/;) y a(t) = —/ glgT(t) sin(2w f.t + qg), donde ¢ es la estimacién

de la fase de la portadora, como mostrado en la figura 7.12, para el caso en que gr(#) es un pulso rectangular.

El temporizado de simbolos para una senal modulada en fase digital puede recuperarse de la senal
recibida mediante cualquiera de los métodos descriptos en el Capitulo anterior, los cuales son apropiados
para sincronizacién de simbolos de la senal analdgica recibida. También, como indicado para el caso de
PAM, el temporizado de simbolos puede obtenerse procesando una versién muestreada de la senal recibida.
En tal caso, el lazo de recuperacién del temporizado se implementa en forma digital.
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La distorsién de canal es otro problema muy probablemente encontrado en un sistema de comunicaciones
practico al utilizar modulacién de fase. En ese caso es posible disenar filtros de transmisién y recepcién
optimos cuando la caracteristica de respuesta en frecuencia del canal es conocida, utilizando la metodologia
de diseno de PAM pasabanda. Por otro lado, si la respuesta en frecuencia del canal no es conocida a priori
puede utilizarse un ecualizador adaptivo para compensar la distorsién del canal.

7.2.2 Probabilidad de error para PSK en un canal AWGN

En esta seccion se evaluara la probabilidad de error para modulacién de fase M-aria en AWGN con el
demodulador y detector Sptimos. Se utilizard el detector éptimo basado en la métrica dada por (7.29).
Se asumirda que esta disponible una estimaciéon perfecta de la fase de la portadora. En consecuencia, el
desempeno que se concluira es para el caso de modulacién de fase ideal.

Es posible considerar el caso en el cual la fase de la senal transmitida es # = 0, correspondiente a la senal
uo(t). De esta forma, el vector de senal transmitida sera

Sy = (\/5_50)

v las componentes del vector de senal recibida seran

r = \/g_s‘i‘ns

9 = N

Como n, y n, son variables aleatorias conjuntamente (Gaussianas, se concluye que 71 y 72 son variables

aleatérias conjuntamente Gaussianas con E[r] = /&, E[rs]) = 0y o2 = 02, = No/2 = o2. En consecuencia,

[, m) = el =vE 3] 20

2
2mo?

La métrica del detector es la fase ©, = tan™* ra/r1. La funcién densidad de probabilidad de ©, se obtiene
mediante un cambio de variables de (r1,72) a V = \/r% + r% y 0, =tan~! ro/r1. Este cambio de variables
produce la densidad de probabilidad conjunta

v (02 _ 2

fV@ (U 97‘) — e (v+E:—2v/Esvcosb,)/20;
A 2mo2
-

La integracién de fv e, (v,6,) sonbre el rango de v produce feo,(6,), o sea

fo.(6;) /0 Iv,e,(v,0,)dv
1

oo
. g o 2
_e—2pss1n 4, ve (v 1/4pscos€T) /Zdv
27 0

donde, por conveniencia, se define la SNR de simbolo como p; = & /Ny. La figura 7.13 ilustra fe, (6,) para
diferentes valores del parametro de SNR p;, cuando la fase transmitida es cero. Notar que fo, () se vuelve
mas pronunciada y estrecha alrededor de 8, = 0 cuando la SNR, p, aumenta.

Cuando se transmite ug(t) se comete un error de decisién si el ruido hace que la fase caiga fuera del rango
—7/M <0, <7/M. Por ello, la probabilidad de un error de simbolo serd

w/M
PM:1—/ / fo. (0)d0 (7.30)
—n/M

En general, la integral de fe.(f) no tiene una forma cerrada y debe evaluarse numericamente, excepto para
M=2y M=4.
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ps=10

-3.14 -2.51-1.88-1.26 -0.63 0.00 0.63 1.26 1.88 251 3.14
3}

Figura 7.13: Funcién densidad de probabilidad p(#) para p, = 1, 2, 4, 10.

Para modulacién de fase binaria, las senales ug(¢) y w1 () son antipodales y por ello la probabilidad de

error sera
B 12&,
Py=qQ ( N—O) (7.31)

Cuando M = 4, se tiene el efecto de dos senales de modulacion de fase binaria en fase y cuadratura. Con
una estimacién perfecta de la fase de la portadora no existird interferencia entre las senales sobre las dos
portadoras y en consecuencia la probabilidad de error de bit es idéntica a la de (7.31). Por otro lado, la
probabilidad de error de simbolo para M = 4 puede determinarse notando que

resenrof )

donde P, es la probabilidad de decisién correcta para el simbolo de 2 bits. Este resultado se obtiene de la
independencia estadistica del ruido de las portadoras en cuadratura. En consecuencia, la probabilidad de
error de simbolo para M = 4 sera

vt 5) -1 )

Para M > 4 la probabilidad de error de simbolo Pys se obtiene integrando numericamente (7.30). La
figura 7.14 ilustra la probabilidad de error en funcién de la SNR por bit para M = 2,4,8,16 y 32. Estos
graficos ilustran claramente la penalizacién en SNR, por bit cuando M aumenta mas alla de M = 4. Por
ejemplo, para Py = 107°, la diferencia entre M = 4 y M = 8§ es aproximadamente 4 dB y la diferencia
entre M = 8 y M = 16 es aproximadamente 5 dB. Para grandes valores de M, duplicar el nimero de fases
requiere un adicional de 6 dB por bit para lograr el mismo desempeno.
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Figura 7.14: Probabilidad de error de simbolo para senales PSK.

Una aproximacién a la probabilidad de error para valores grandes de M y para SNR grandes puede
obtenerse aproximando primero fo,(6). Para &/Ng > 1y |0,| < 7/2, fo,(0) puede aproximarse como

2 s - sin?
fo, (0r) = ) Lrerpesin®er
™

Sustituyendo en (7.30) y realizando el cambio de variables de 6, para u = 2,/p; sin 6, se obtiene

w/M
1—/ \/—COSH e~ 2pe sin’ r 40,
-7 /M

e~ 2y

R

Py

R

E /\/msm x/M
= 2@ (\/ﬂsm —) =2@ (\/Msin %)

donde k = logy M y ps = kpp. Notar que esta aproximacién de la probabilidad de error es adecuada para
cualquier valor de M. Por ejemplo, cuando M = 2 0 M = 4 se tiene que Po = Py = 2Q(\/2ps), lo cual se
compara favorablemente (excepto por un factor de 2) con la probabilidad de error exacta dada por (7.31).

La probabilidad de error de bit equivalente para modulacién de fase M-aria es bastante tediosa de obtener
debido a la dependencia del mapeo de los simbolos de & bits en relacién a las fases correspondientes. Cuando
se utiliza el codigo Gray en este mapeo, dos simbolos de k bits correspondientes a fases adyacentes difieren
solamente en un bit. Como los errores mas probables debido al ruido resultaran en la seleccién errénea de
una fase adyacente en lugar de la fase verdadera, los errores de simbolo de & bits contendran solo un dnico
bit en error. En consecuencia, la probabilidad de error de bit equivalente para modulacién de fase M-aria
puede aproximarse adecuadamente por
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7.2.3 Estimacion de la fase de la portadora

Cuando se transmite informacién digital mediante la modulacién de fase digital M-aria de una portadora es
posible utilizar un PLL para estimar el desplazamiento de fase de la portadora. Para M = 2, el PLL con un
elemento no lineal cuadratico o el Lazo de Costas son directamente aplicables.

Senal . . Filtro pasa
recibida DISPOSIh‘fO banda Filtro
—=——" depotencia "} sintonizado CXJ de lazo
M en Mf, L

VCO |

Y

Divisor de
frecuencia

+M

!

Al demodulador

Figura 7.15: Estimacion de la fase de la portadora para senales PSK M -arias.

Para M > 2, la senal recibida debe elevarse primero a la M-ésima potencia como mostrado en la figura
7.15. De esta forma, si la senal recibida »(¢) tiene la forma

r(t) = smu(t)+n(t) =gr(t)cos (27rfct + o+ %Wm) + n(t)

v se pasa a través de un dispositivo de M-ésima potencia, la senal de salida contendrd armonicas de la
portadora f.. La arménica que se desea seleccionar para llevar al PLL es cos(2aM f.t + M#). Notando que

2
MG:M(%):Qﬂ'm:O(mOdQT% m=12.-- M

De esta forma, se remueve la informacion asociada a la M-ésima armonica. El filtro pasabanda sintonizado
a la frecuencia M f,; produce la componente de frecuencia deseada cos(2aM f.t + M ¢). Lasalida del VCO es
sin(2r M f.t + ng), de forma que su salida se divide en frecuencia por M para producir sin(27 f.t + (/;) y se
desplaza en fase en 7/2 para producir cos(27rfct—|—q§). Estas componentes se introducen luego al demodulador.

Debe notarse que las componentes de portadora asi generadas contienen ambiguiedad de fase de multiplos
de 27 /M que resultan de multiplicar la fase de la portadora ¢ por M. Como M¢ (mod 27) es menor que
27, dividir el angulo resultante por M produce una estimacién de fase de |q§| < 27 /M, cuando en realidad
el verdadero valor de la fase de la portadora puede exceder esta estimacién en miltiplos de 27 /M, o sea,
en 27k/M, para k = 1,2,---, M — 1. Estas ambigliedades de fase pueden resolverse codificando en forma
diferencial los datos en el transmisor y decodificando diferencialemente en el detector, como se discutird mas
adelante.

De la misma forma que en el caso del PLL de potencia dos, el PLL de potencia M opera en presencia
de ruido que ha sido amplificado por el dispositivo de M-ésima potencia. La varianza del error de fase
resultante en el PLL debido al ruido aditivo puede expresarse como

9 1
i = ———
¢ prSur

donde pr es la SNR del lazo y Sasr es la pérdida de potencia de fase M. Sy;r ha sido evaluada experimen-
talmente para M =4y M =8.
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Figura 7.16: Recuperacién de la portadora para PSK AM-aria usando DFPLL.

Otro método para extraer una estimacién de la fase de la portadora q/; de la senal recibida para modulacién
digital de fase M-aria es el PLL con realimentacién de decisién (DFPLL), que se ilustra en la figura 7.16.
La senal recibida se demodula utilizando dos portadoras en cuadratura para producir # = (ry,73) en los
instantes de muestreo. Se calcula la estimacién de fase (:)r = tan~! ra/r1 en el detector y se cuantiza a la
mas proxima de las M fases transmitidas posibles 0,,. Las dos salidas de los multiplicadores en cuadratura
se retardan en un intervalo de simbolo 71"y se multiplican por cosf,, y —sin#,,. De esta forma se obtiene

- 1

—r(t)cos(2m fot + ¢sinby,) = —§[gT(t) 08y, + nc(1)] sin Oy, cos (q/)
1

—|—§[gT(t) sin By, + ns(t)] sin Oy, sin (q/)

+términos de frecuencia doble

. 1

—r(t)sin(27 ft + ¢pcosby) = —§[gT(t) 08y, + nc(1)] cos fpy, sin (q/)
1

—|—§[gT(t) sin by, + ng(t)] cos Oy, cos (q/)

+términos de frecuencia doble

Esas dos senales se suman para generar la senal de error dada por

e(t) = gr(t)sin (q/) - qg) + %nc(t) sin (q/) —¢— Hm) +

+términos de frecuencia doble

’)
’)
’)
‘)

(7.32)

La senal error es la entrada al filtro de lazo que provee la senal de control para el VCO. Es posible observar
que las dos componentes de ruido en cuadratura aparecen en (7.32) como términos aditivos y que ademds
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no existen términos que involucren producto de dos componentes de ruido, de la misma forma que a la
salida de un dispositivo de potencia M-ésima. En consecuencia, no existird pérdida de potencia resultante
de operaciones no lineales sobre la senal recibida al DFPLL.

El lazo de seguimiento de realimentacién de decision de fase M-ésima también tiene una ambiguedad
de fase de 27/M, por lo que requerird la codificacién diferencial de la secuencia de informacién previa
a la transmisién y la decodificacién diferencial de la secuencia recibida en el detector para recuperar la
informacién.

7.2.4 Modulacién de fase diferencial (DPSK)

El desempeno ideal de modulacién/demodulacién de fase coherente puede alcanzarse muy aproximadamente
en sistemas de comunicaciones que transmiten una senal portadora. La componente de senal portadora
puede filtrarse a partir de la senal recibida y utilizarse para realizar la demodulacién de fase coherente. Sin
embargo, cuando no se transmite una portadora separada, el receptor debe estimar la fase de la portadora
de la senal recibida. Como discutido en la seccién previa, la fase a la salida de un PLL tiene ambigiiedades
de miltiplos de 27 /M, lo que requiere la codificacién diferencial de los datos previa a la modulacién. Esta
codificacién diferencial permite decodificar los datos recibidos en el detector en presencia de ambigiiedades
de fase.

En codificacién diferencial la informacién esta asociada a los desplazamientos de fase relativos al intervalo
de senalizacién previo. Por ejemplo, en modulacién de fase binaria el bit de informacién 1 puede transmitirse
desplazando la fase de la portadora en 180° con respecto a la fase de portadora previa, mientras que el bit de
informacién 0 se transmite sin desplazamiento de fase relativo a la fase de la portadora en el intervalo previo.
En la modulacién de 4 fases, los desplazamientos de fase relativos entre intervalos sucesivos son 02,907, 180°
y 270°, correspondientes a los bits de informacién 00, 01, 11 y 10, respectivamente. La generalizacién de
la codificacién diferencial para M > 4 es directa. Las senales de fase modulada resultantes de este proceso
de codificacién se denominan codificadas diferencialmente. La codificacién se realiza mediante un circuito
l6gico simple que precede al modulador.

La demodulacién y deteccidén de la senal de fase modulada codificada diferencialmente puede realizarse
como discutido en la seccion precedente utilizando la salida de un PLL para realizar la demodulacién. La
fase de la sefial recibida en el detector ©, = tan™!r3/r; se mapea en la mdas préxima de las M posibles
fases transmitidas {6, }. Al detector le sigue un comparador de fase que detecta la sefial sobre dos intervalos
consecutivos para extraer la secuencia de informacién. De esta forma, las ambigiiedades de fase de 27 /M se
vuelven irrelevantes.

La demodulacién coherente de senales de fase modulada codificadas diferencialmente resulta en una
probabilidad de error mayor que la asociada a la codificacion de fase absoluta. Con senales codificadas
diferencialmente un error en la fase detectada debido al ruido resultara frecuentemente en errores de decodi-
ficacién sobre dos intervalos de senalizacién consecutivos. Ese es particularmente el caso para probabilidades
de error por debajo de 10~'. En consecuencia, la probabilidad de error para sefiales M-arias de fase mo-
dulada codificadas diferencialmente es aproximadamente dos veces la probabilidad de error para el caso de
codificacién absoluta. Sin embargo, un factor de 2 de incremento en la probabilidad de error se traslada en
un incremento pequeno de la pérdida de SNR, como puede verificarse en la figura 7.14.

Una senal de fase modulada codificada diferencialemente permite también otro tipo de demodulacién que
no requiere la estimacion de la fase de la portadora. En su lugar, la senal recibida en cualquier intervalo de
senalizacién dado se compara con la fase de la senal recibida del intervalo de senalizacién precedente. Para
llevar a cabo la discusion de este tipo de modulacidn, es posible suponer que se demodula la senal codificada
diferencialemente multiplicando () por cos 27 f.t y sin 27 f:t y se integra los dos productos sobre el intervalo
T. En el intervalo de senalizacion k, la salida del demodulador sera

P /gsej(Gk—¢) + ng
donde 6} es la fase de la senal transmitida en el intervalo de senalizacién k, ¢ es la fase de la portadora y

Ng = Nep+jnsg es el vector de ruido. En forma similar, el vector de senal recibida a la salida del demodulador
en el intervalo de senalizacién precedente sera

rpo1 = V/Eel 179 Ly
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La variable de decisién para el detector de fase es la diferencia de fase entre esos dos niimeros complejos. En
forma equivalente, es posible proyectar r; sobre r;_; y utilizar la fase del nimero complejo resultante, o sea

rrri_y = &l I8 o\ JE I Ok=b)y, 4\ JE eI OR1m O Loyt (7.33)

la cual, en ausencia de ruido, produce la diferencia de fase (0, — ;_1). De esta forma, el valor medio de
ryrh_q es independiente de la fase de la portadora. La sefializacién PSK codificada diferencialmente que se
demodula y detecta como discutido anteriormente se denomina PSK diferencial (DPSK).

Filtro -1 Muestreador
acoplado
cos 2nf,.t
Sefial [
recibida
R Retardo Comparador Decision
—_— Oscilador P —
T - de fase de salida
. A A
sin 27tf 1
Filtro 3| Muestreador
acoplado

Figura 7.17: Diagrama en bloques de un demodulador DPSK.

La demodulacién y deteccién de DPSK utilizando filtros acoplados se ilustra en la figura 7.17. Si el pulso
gr(t) es rectangular los filtros acoplados pueden sustituirse por integradores.

7.2.5 Probabilidad de error para DPSK en un canal AWGN

Es posible considerar ahora la evaluacién del desempeno de probabilidad de error de un demodulador y
detector DPSK. La obtencién del valor exacto de la probabilidad de error para DPSK M-aria es extremada-
mente complicada, excepto para M = 2. La mayor dificultad se encuentra en la determinacién de la funcion
densidad de probabilidad de la fase de la variable aleatéria ryrf_; dada por (7.33). Sin embargo, es posible
obtener una aproximacién adecuada del desempeno de DSPK como se discutird a continuacion.

Sin pérdida de generalidad es posible suponer que la diferencia de fase 6 —6;_1 = 0. Ademas, los factores
exponenciales e~/ (Fx-1=9) y ¢=i(0x=9) op (7.33) pueden incluirse en las componentes de ruido Gaussiano nj_1
y nj sin cambiar sus propiedades estadisticas. De esta forma, (7.33) puede expresarse como

rerp_g = &+ Es(np_y +ng) Fngpng

La complicacién para determinar la funcién densidad de probabilidad de la fase esta asociada al término
npnj_,. Sin embargo, para las SNR de interés el término n;nj_, es pequeno en relacién al término de ruido
dominante /& (n}_; + ni). Despreciando el término nynj_; y normalizando rirj_; en relacién a /&, el
nuevo conjunto de métricas de decisién sera

r = &+ Re(nj_;+np)
(7.34)
y = Im(nj_;+ng)

donde z e y son variables aleatérias Gaussianas no correlacionadas con varianzas idénticas 02 = Ny. La fase
serd

O, = tan~* y
x
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En esta etapa se encuentra un problema similar al resuelto previamente para la demodulacién de fase
coherente. La unica diferencia es que la varianza del ruido es ahora dos veces mayor que en el caso de
PSK. De esta forma es posible concluir que el desempeno de DSPK es 3 dB mas pobre que el de PSK. Este
resultado es relativamente bueno para M > 4, pero es pesimista para M = 2 en el sentido que la pérdida en
DPSK binaria relativa a PSK binaria es menor que 3 dB para SNR grandes. Esto tltimo puede verificarse
como sigue.

En DPSK binaria, las dos posibles diferencias de fase transmitidas son cero y 7 radianes. En consecuencia,
solo es necesaria la parte real de rpr}_; para recuperar la informacién. Usando (7.34) es posible expresar la

parte real como

* 1 * *
Re(rirp_1) = 5(rerg_y + 75re-1)
2

Como la diferencia de fase entre dos intervalos de senalizacién sucesivos es cero, se incurre en un error si
Re(rir;_,) < 0. La probabilidad que rxrf_; + rfrg—1 < 0 es un caso especial de la probabilidad de que
una forma cuadratica general de variables aleatérias Gaussianas sea menor que cero (ver Capitulo 2). El
resultado para la probabilidad de error para DPSK binaria es

to~!
Pb 5
2 K T T
DPSK Binaria
102 — Py=le- =M,
5 |-
2+
1073 PSK Binaria

F o)

o

1076 ! ! ! 1
0 2 4 6 8 10 12 14
SNR/bit, dB

Figura 7.18: Probabilidad de error para PSK binaria y DPSK.

donde py = & /Ny es la SNR por bit, y se ilustra en la figura 7.18. También se muestra en esa figura la
probabilidad de error para PSK binaria. Se observa que a probabilidades de error por debajo de 1074, la
diferencia en SNR entre PSK binaria y DPSK binaria es menor de 1 dB.

7.3 Modulacién de amplitud en cuadratura (QAM)

Una sefial de amplitud modulada en cuadratura (QAM) utiliza dos portadoras en cuadratura cos2wf:t y
sin 27 f.t cada una con amplitud modulada de acuerdo con la secuencia de bits de informacién. Las senales

transmitidas tendran la forma

Um (1) = Apegr () cos2mfit + Amsgr(t)sin2aft, m=1,2,--- M (7.35)
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Figura 7.19: Constelacién de una senal QAM M = 16.

donde A,,. v A son los conjuntos de niveles de amplitud obtenidos mediante el mapeo de secuencias de
k bits en amplitudes de senal. Por ejemplo, la figura 7.19 ilustra una constelacion de senales de QAM de
16 puntos obtenido mediante la modulacién de amplitud de cada portadora en cuadratura a través de PAM
para M = 4. En general, cuando dos portadoras en cuadratura son moduladas via PAM se obtiene una
constelacién rectangular.

En general, QAM puede verse como una forma de combinacién de modulacién de amplitud y modulacion
de fase. Las senales QAM transmitidas pueden expresarse como

Umn (1) = Amgr() cos 2nfet +60,), m=1,2--- M, n=12- - M (7.36)
. Filt‘ro‘d.e . . | Modulador
P transmision
balanceado
gr®)
cos 2nf.t
Oscilador
Datos : Sefial QAM
binarios Conversor transmitida
D a—— serie (4.}__»
paralelo Y 1
Desplaz. de
fase de 9Q°
sin 2nf.t
Y
Filt'ro.d.e . Modulador
4 transmision -
balanceado
gr(®

Figura 7.20: Diagrama en bloques funcional de un modulador para QAM.

Si M; = 2%y My = 22 el método de combinacién de modulacién de amplitud y fase permite la transmisién
similtanea de k1 + k2 = log, M1 M> digitos binarios a una velocidad de Ry/(k1 + k2). La figura 7.20 ilustra
un diagrama en bloques funcional de un modulador QAM.

Es claro que la representacién geométrica de las sefiales dadas por (7.35) y (7.36) estd asociada a vectores
de senal bidimensionales de la forma

8 = (\/ZAW \/S_sAms), m=1,2,---, M
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Figura 7.21: (a) Constelaciones rectangulares para QAM.
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Figura 7.22: (b,c¢) Ejemplos de diagramas combinados PAM - PSK.

Ejemplos de constelaciones espaciales para QAM se ilustran en la figuras 7.21 y 7.22.

La densidad espectral de potencia de una senal QAM es idéntica en forma a la de una senal de fase
modulada, dada por (7.26)-(7.28). La sefial pasabanda transmitida u(¢) para una secuencia de simbolos de
informacién puede expresarse como en (7.25), donde la sefial banda base de informacién es

v(t) = Z Aneﬁ"gT(t —nT) (7.37)

n=—oQ

En esta ecuacién, A, es la amplitud y 6, es la fase de la portadora transmitida. De esta forma, la
autocorrelaciéon de la secuencia de amplitudes y fases es

Ra(n) = E [Ape 9 Ay, e 40] = B [AkAHnej(eH"‘ek) (7.38)
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En el caso especial en que la secuencia de simbolos transmitidos no estd correlacionada y tiene media cero,
la funcién autocorrelacién de (7.38) se reduce a

o2, n=0
RA(”):{O’A n0

donde ¢4 = E[AZ]. En este caso la densidad espectral de potencia de la secuencia de entrada es blanca
y por ello la densidad espectral de potencia promedio de la senal transmitida depende solamente de las
caracteristicas espectrales del pulso transmitido, o sea, de |G (f)|*.

7.3.1 Demodulacién y deteccion de QAM

Es posible suponer que al transmitir la senal a través del canal se introduce un desplazamiento de fase.
Ademas, la senal recibida estard perturbada por ruido aditivo Gaussiano. En consecuencia, r(t) puede

escribirse como

r(t) = Amegr(t) cos(2m fot + ¢) + Amsgr(t) sin(27 fot + ¢) + n(t) (7.39)

- @——P— J:( )dt +1 Muecstreador
.

A
L
(0
Cx Y
A € Reloj
Senal
recibida Y
PLL — gr(t) Calcular L
métricas de bahda.
distancia
Y D(sy
Desplaz. de 1
fase de 90°
X
WAt}
¢
= X L ()ar = Muestreador

Figura 7.23: Demodulacién y deteccion de senales QAM.

Es posible suponer ademaéas que se tiene disponible en el demodulador una estimaciéon de la fase q/;

Luego, la sefal recibida estard correlacionada con las dos funciones base ¥1(t) = 4/ gz_ng (t) cos(2m fet + (/;) y
Pa(t) = —4 /glgT (t)sin(2w fot + qg), como ilustrado en la figura 7.23, tal que las salidas de los correladores se

muestrean y se pasan al detector.
La entrada al detector consiste en dos muestras de 71 y rz, donde (& = &,/2)

I Amc\/é'_scos(qb — (/;) + Ams\/gsin(qb — (/;) + n, sinq/; — Ny cosqg
Amc\/é'_ssin(q/) — (/;) + Ams\/é'_scos(qb — (/;) + n, sinq/; — Ny cosqg

Se observa que el efecto de la estimacion de fase imperfecta es doble. Primero, las componentes de senal
deseadas r1 y 72 estdn reducidas en amplitud por el factor cos(¢ — ¢). A su vez, esto reduce la SNR en

T2



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 293

un factor proporcional a cos?(¢ — (/;) Segundo, existe una interferencia de las componentes de senal en
cuadratura en la sefial deseada. Esta senal de interferencia, escalada por sin(¢ — ¢) puede producir una

significativa degradacién en el desempeno a menos que ¢ — ¢ sea pequena. FEsto sirve para enfatizar la
importancia de disponer de una estimacién precisa de la fase de la portadora para demodular una senal

QAM.

El detector 6ptimo calcula las métricas de distancia dadas por

D(r,spm)=|r—sm|>, m=12--- M (7.40)

y selecciona la senal correspondiente al menor valor de D(r, s, ). Si se utiliza una métrica de correlacién en
lugar de una métrica de distancia, es importante tener en cuenta que la métrica de correlacién debe utilizar
una correccion de sesgo debido a que las senales QAM no tienen igual energia.

Componente [~ 1 - —
en fase lba::f:sa Dljs(]’:;hvo
Sigﬁ’ﬁf}‘-‘lu cuadratica
Filtro pasa Semlzl .dp
b d reloj
anda
sintonizado
en /T
Componente
en N
cuadratura Fl]l)t:gtf:sa Dijpvi)sitivo
e ley
sintonizado P
en 12T cuadratica

Figura 7.24: Diagrama en bloques del método de recuperacion del temporizado para QAM.

El temporizado de simbolos puede extraerse de la senal recibida utilizando alguno de los métodos para
sincronizacion de simbolos descriptos en el Capitulo anterior. Los métodos de linea espectral alli descriptos
han probado ser particularmente efectivos para la recuperacion del temporizado de senales QAM. La figura
7.24 ilustra un método de linea espectral basado en el filtrado de una componente de senal de frecuencia
1/2T y que eleva la salida al cuadrado para generar una senal sinusoidal a la velocidad de transmisién de
simbolos deseada 1/T. Como la demodulacién de la sefial QAM se logra, como discutido anteriormente,
mediante la multiplicacién de la senal de entrada con las dos componentes en cuadratura de la portadora
P1(t) v a(t), las componentes en fase y cuadratura a la salida de los dos correladores se utilizan como
entradas a los filtros pasabanda sintonizados en 1/2T. Las salidas de los dos filtros se elevan al cuadrado,
se suman y luego se filtran mediante un filtro de banda estrecha sintonizado a la frecuencia del reloj 1/7".
De esta forma, se genera una senal sinusoidal adecuada como senal de reloj para muestrear las salidas de los
correladores para recuperar la informacién.

Finalmente, deberia considerarse el problema de la distorsién lineal del canal que puede encontrarse
en un sistema practico de comunicaciones que utiliza modulacién QAM. Si la caracteristica de respuesta
en frecuencia del canal Cpp(f) (o la respuesta banda base equivalente) es conocida, es posible utilizar la
metodologia descripta en el caso de PAM para disenar los filtros éptimos de transmisién y recepcion. Por
otro lado, si1 la respuesta en frecuencia del canal no es conocida a priori puede utilizarse un ecualizador
adaptivo para compensar la distorsion del canal. El ecualizador puede implementarse en la banda pasante o
en banda base.

7.3.2 Probabilidad de error para QAM en un canal AWGN

Para determinar la probabilidad de error para QAM se debe especificar la constelacién de puntos de senal.
Es posible comenzar con conjuntos de senales QAM que tienen M = 4 puntos. La figura 7.25 ilustra dos
conjuntos de senales de cuatro puntos. El primero es una senal modulada de cuatro fases y el segundo es
una senal QAM con dos niveles de amplitud A; y A, y cuatro fases. Como la probabilidad de error esta
dominada por la distancia minima entre pares de puntos, es posible imponer la condicién d,,;, = 24 para
ambas constelaciones de senal y evaluar la potencia promedio transmitida, basandosé en la premisa que
todos los puntos de senal son igualmente probables. Para la senal de cuatro fases se tendra que
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Figura 7.25: Dos constelaciones de senal de cuatro puntos.

1
P, = 1(4)142 = A?

Para la QAM de dos amplitudes y cuatro fases se colocan los puntos de la constelacién sobre circulos de

radio A y V3A. De esa forma, dpn = 24 y

1 3 A?
Poy=—|2(c)A*+2—]| = A7
que es el mismo resultado que para la constelacién de cuatro fases. De esta forma, para todos los propdsitos

practicos, el desempeno de error para los dos conjuntos de senales es el mismo. En otras palabras, no existira
ventaja en la eleccion del conjunto QAM de dos amplitudes en relacién al de cuatro fases.

(1+3.0)
© @
Figura 7.26: Cuatro constelaciones de QAM M = 8.
Luego, es posible considerar QAM de M = 8. En este caso existen varias constelaciones de senales

posibles. Se consideraran las cuatro constelaciones de senal mostradas en la figura 7.26, las cuales consisten
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en dos amplitudes que tienen una distancia minima entre puntos de 24. Las coordenadas (Ame, Ams) para
cada punto de senal, normalizadas por A, se ilustran también en la figura. Suponiendo que los puntos de
senal son igualmente probables, la potencia promedio transmitida sera

1 & Az Y
Poy = M Z 5 (Arznc + Arzns) = W (arznc + arzns)
m=1 m=1

donde (@me, @ms) son las coordenadas de los puntos de senal, normalizadas por A.

Los dos primeros conjuntos de senal en la figura 7.26 contienen puntos que residen en una grilla rectangular
y tienen P,, = 3A2. El tercer conjunto de sefial requiere una potencia promedio transmitida P,, = 3.41A%y
el cuarto requiere P, = 2.36A%. En consecuencia, el cuarto conjunto de sefiales requiere aproximadamente 1
dB menos de potencia que los dos primeros y 1.6 dB menos que el tercero para lograr la misma probabilidad
de error. Esta constelacién de senales se conoce como la mejor QAM de 8 puntos debido a que requiere la
menor potencia para una distancia minima dada entre puntos de senal.

Figura 7.27: Constelaciones QAM circulares de M = 16 puntos.

Para M > 16, existiran muchas mas posibilidades para seleccionar los puntos de senal QAM en el espacio
bidimensional. Por ejemplo, es posible elegir una constelacién circular multiamplitud para M = 16, como
mostrado en la figura 7.27. En este caso, los puntos de senal en un nivel de amplitud dado estan rotados en
fase por 7/4 en relacién a los puntos de senal de nivel de amplitud adyacente. Esta constelaciéon QAM 16 es
una generalizacién de la constelacién éptima QAM 8. Sin embargo, la constelaciéon QAM 16 no es la mejor
constelacién para QAM de 16 puntos para un canal AWGN.

Las constelaciones QAM rectangulares tienen una ventaja distintiva al ser facilmente generables como dos
senales PAM asociadas a portadoras en cuadratura. Ademas, son facilmente demodulables como discutido
previamente. A pesar de no ser las mejores constelaciones para QAM M-aria para M > 16, la potencia
promedio requerida para lograr una distancia minima dada es solo levemente mayor que la potencia promedio
requerida para la constelacién de senales de la mejor QAM M-aria. Por esas razones, las senales QAM M-
arias rectangulares son las mas frecuentemente utilizadas en la practica.

Para constelaciones de sefiales en las cuales M = 2% donde k es par, la constelacién QAM es equivalente
a dos sefiales PAM con portadoras en cuadratura, cada una con VM = 2%/2 puntos de sefial. Como las
senales en las componentes en fase y cuadratura estan perfectamente separadas mediante deteccion coherente
cuando q/; = ¢, la probabilidad de error para QAM se determina facilmente de la probabilidad de error para
PAM. Especificamente, la probabilidad de una decisién correcta para un sistema QAM M-ario sera

P.=(1—-P )

donde P 7 es la probabilidad de error de una PAM +/M-aria con la mitad de potencia promedio en ca-
da componente en cuadratura del sistema QAM equivalente. Mediante la modificacién apropiada de la
probabilidad de error para PAM AM-aria se obtiene
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1 3 Eau
Pre=2(1-— e
v ( \/_M)Q( M—lNo)
donde &,, /Ny es la SNR promedio por simbolo. De esta forma, la probabilidad de un error de simbolo para
QAM M-aria sera

Py =1—(1-Pz) (7.41)

Notar que este resultado es exacto para M = 2* cuando k es par. Por otro lado, cuando & es impar no existird
un sistema PAM +/M-4rio equivalente. Esto no es un problema ya que es mucho més simple determinar
la probabilidad de error para un conjunto de senales rectangular. Si se utiliza un detector éptimo que
basa su decisién en métricas de distancia éptimas dadas por (7.40), es relativamente directo mostrar que la
probabilidad de error de simbolo es acotada precisamente en forma superior por

Py
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Figura 7.28: Probabilidad de error de simbolo para QAM.

Para cualquier k£ > 1, donde &4y /No es la SNR promedio por bit. La probabilidad de un error de simbolo
se grafica en la figura 7.28 en funcién de la SNR promedio por bit.
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M 101og,, Rom

8 1.65
16 4.20
32 7.02
64 9.95

Tabla 7.1: Ventaja de ANR de QAM M-aria sobre PSK M-aria

M 10log,, 2(M — 1)/3

4 3.00
8 6.70
16 10.00
32 13.20
64 16.20
128 19.20

Tabla 7.2: Incremento en potencia promedio (dB) para QAM relativos a M = 2.

Es interesante comparar el desempeno de QAM con el de modulacion de fase para cualquier tamano M,
debido a que ambos tipos de senales son bidimensionales. Recordar que para la modulacién de fase M-aria,
la probabilidad de error de simbolo era aproximadamente

Py = 2Q (\/st sin %)

donde p; es la SNR por simbolo. Para QAM M-aria es posible usar la expresién de (7.41). Como la
probabilidad de error estd dominada por el argumento de la funcidén @), es posible comparar simplemente los
argumentos de ) para los dos formatos de senal. De esta forma, la relacién de esos dos argumentos es

3/(M = 1)
Rym=—————
2sin® 7/ M
Por ejemplo, cuando M = 4 se tiene Ry = 1. En consecuencia, PSK 4 y QAM 4 producen un desempeno
comparable para la misma SNR por bit. Por otro lado, cuando M > 4 entonces R > 1, de forma que QAM
M-aria produce mejor desempeno que PSK M-aria. La tabla 7.1 ilustra la ventaja de SNR de QAM sobre
PSK para diferentes valores de M. Por ejemplo, se observa que QAM 32 tiene 7 dB de ventaja en SNR sobre
PSK 32.

Finalmente, es posible notar que QAM, PAM y PSK son métodos de modulacién lineal que permiten
incrementar la relacién velocidad de transmisién/ancho de banda (R /W) mediante el incremento del nimero
de puntos de sefial M = 2* en la constelacién, donde k es el nimero de bits de informacién asociados a
cada simbolo transmitido. La velocidad de incremento de R;/W es logaritmica en M (lineal en k). Ya
se ha discutido que el costo de duplicar el nimero de fases (incrementar el nimero de bits por simbolo
en un bit) en PSK se aproxima a 6 dB (o en un factor de 4) de potencia transmitida adicional para M
grande. Una comparacién similar para QAM (lo mismo que para PAM) indica que el incremento en potencia
transmitida es de aproximadamente 3 dB por bit/simbolo adicional. En la tabla 7.2 se muestran los valores
de 10logyy 2(M —1)/3 que representan el incremento en potencia promedio requerido para mantener un nivel
de desempeno dado (en relacién a M = 2) en QAM cuando aumenta el nimero de puntos de senal en la
constelacién rectangular. De esta forma se observa que QAM (y PAM) son preferibles a PSK para tamarfios
de constelacion grandes.

7.3.3 Estimacion de fase de la portadora

Como se ha discutido anteriormente la demodulacién de QAM requiere una portadora en fase con la portadora
de la senal recibida. La estimacién de la fase de la portadora para QAM puede lograrse por diferentes medios,
dependiendo de la constelacion de puntos de senal y las relaciones de fase de los diferentes puntos de senal.



298 Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS

Por ejemplo, es posible considerar las constelaciones QAM de 8 puntos de las figuras 7.26¢c y 7.26d. Los
puntos de senal en esas constelaciones toman uno de dos posibles valores de amplitud y ocho posibles fases.
Las fases estan espaciadas en 7/4. Esta simetria de fase permite utilizar un PLL asociado a la salida de un
dispositivo con una ley no lineal de octava potencia que genera una componente de portadora en 8f,, donde
fc es la frecuencia de la portadora. De esta forma, puede utilizarse el método ilustrado en la figura 7.15
en cualquier constelacion QAM que contenga puntos de senal con fases multiplo de algin angulo de fase 8,
donde L6 = 360°, para algin L entero.

Otro método para extraer una estimacién de la fase de la portadora q/; de la senal QAM M-aria recibida
es el DFPLL. La idea basica en el DFPLL es estimar la fase de la senial QAM en cada intervalo de senal
y remover la modulacién de fase de la portadora. El DFPLL puede utilizarse con cualquier senal QAM
independientemente de las relaciones de fase entre los puntos de senal.

Para ser especificos, es posible expresar la sefial QAM recibida en la forma

(1) = Amgr(t) cos(2m fet + 0, + &) + n(?)

donde 6,, es la fase de un punto de senal y ¢ es la fase de la portadora. Esta sefial se demodula a partir de la
correlacion cruzada entre r(¢) con ¢1(t) y ¢2(t). Los valores de las muestras a la salida de los correladores
seran

r1o= AnE cos(0y + ¢ — )+ n.cos(0n + ¢ — @) — ngsin(0y + ¢ — @)
ry = Am\/gsin(ﬁn—i—(b—q;)—i—ncsin(ﬁn—I—qb—q;)—nscos(ﬁn—l—qb—q;)

Suponiendo que el detector, basandose en r; y rs, ha decidido correctamente sobre el punto de senal
transmitido, entonces multiplicando ry por —sinf, y a rs por cosf, se obtiene

—rysinfl, = —AnvEscos(by,+ ¢ — (/;) sin @, + componente de ruido
= AnvVE;s[—sinby, cosb, cos(¢ — (/;) + sin? 0, sin(¢ — qg)] + componente de ruido
rocosty, = AmvEsin(f, + ¢ — (/;) cos #, + componente de ruido

= AnvE&;[sin b, cos b, cos(¢ — (/;) + cos® 0, sin(¢ — qg)] + componente de ruido

Sumando esos dos términos se obtiene la sefial de error e(t) dada por

e(t) = egcos by, — rysinb, = Ap/E sin(¢ — (/;) + componentes de ruido

Esta senal de error se pasa luego al filtro de lazo que alimenta al VCO. De esta forma, solo se utiliza la fase
de la senal QAM para obtener una estimacién de la fase de la portadora. En consecuencia, el diagrama en
bloques general para DFPLL, mostrado en la figura 7.16, también se aplica a la estimacion de la fase de la
portadora para una senal QAM M-aria.

Como en el caso de senales moduladas en fase, los métodos descriptos para recuperacién de la fase
de la portadora introducen ambigiiedades de fase. Este problema puede resolverse en general mediante la
codificacién diferencial de la secuencia de datos a la entrada del modulador.

7.4 Modulacién en frecuencia (FSK)

Se han discutido métodos para la transmision de informacion digital mediante modulacién de la amplitud
o la fase de la portadora o una combinacién de ambas. La informacién digital puede transmitirse también
mediante la modulacién de la frecuencia de la portadora.

Como se observara en la discusién siguiente, la transmision digital a través de modulacién en frecuencia
es un método no lineal apropiado para canales que carecen de estabilidad de fase, necesaria para realizar la
estimacién de la fase de la portadora. En contraste, los métodos de modulacién lineal que se han introducido,
osea PAM, PM y QAM, requieren la estimacién de la fase de la portadora para realizar deteccién coherente.

La forma maés simple de modulacién en frecuencia es llaveado por desplazamiento de fase (Frequency-
Shift keying, FSK) binario. En FSK binaria se utilizan dos frecuencias diferentes, f1 y fa = f1 + Af, para
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transmitir una secuencia de informacién. La eleccién de la separacién de frecuencias Af = fo — f1 se discute
a continuacion. Las dos senales pueden expresarse de la siguiente forma

2

ur(t) = \/Tibbcos%'flt, 0<t<Ty
2

ua(t) = \/Tibbcos%'fzt, 0<t<Ty

donde & es la energia de senal por bit y T es la duracién del intervalo de bit.
En general, puede utilizarse una FSK M-aria para transmitir un bloque de & = log, M bits por senal.
En este caso, las M senales pueden expresarse como

(7.42)

2&;
um(t) = 1/ T cos(2mfot + 2emAft), 0<t<T (7.43)
donde & = k&, es la energia por simbolo, T' = kT; es el intervalo de simbolo y Af es la separacién de
frecuencia entre frecuencias sucesivas, o sea, Af = f,, — fin_1, para todo m = 1,2,---, M — 1, donde
fm = fc + mAf

Notar que las M senales FSK tienen igual energia &;. La separacién en frecuencia A f determina el grado
por el cual es posible discriminar entre las M posibles senales transmitidas. Como medida de la similaridad
entre un par de senales es posible utilizar los coeficientes de correlacién 7,y,,, dados por

Yn = /0 i (1)t (1)l (7.44)

Sustituyendo um (t) ¥ u,(t) en (7.44) se obtiene

B 1/T25
Tmno =g ), T

T T
= %/0 cos[2m(m — n)A ft] dt + %/0 cos[4m f.t + 2m(m + n)Aft] dt

_osin2a(m —n)AfT
- 2n(m — n)AfT (7.45)

* cos(2m f.t + 2rmAft) cos(2mfot + 2mnAft)dt

Ymn

1
\ A~ B
1 3
T 2T

IN_SL 2~ ¥
2T

T

(=]

Figura 7.29: Coeficiente de correlacién cruzada en funcion de la separacion de frecuencia para senales FSK.

donde la segunda integral se anula cuando f. > 1/T. Un grafico de ¥, en funcién de la separacién en
frecuencia Af se muestra en la figura 7.29. Se observa que las senales son ortogonales cuando Af es un
multiplo de 1/2T'. Por ello, la separacién de frecuencia minima entre frecuencias sucesivas para ortogonalidad
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es 1/2T. Es posible notar también que el valor minimo del coeficiente de correlacion es v, = —0.217, que
ocurre en la separacién de frecuencias Af = 0.715/T.

Las senales FSK ortogonales M-arias tienen una representacién geométrica de M vectores ortogonales,
dados por

(\/5’0’...’0)
sy = (0,\/<‘3_s,0,~~~,0)

81

sM: - (0,0,..,0,@)

donde las funciones base seran ,,(t) = \/2/T cos 2w (f. + mAf)t. La distancia entre pares de vectores de
senal es d = \/2&; para todo m,n, la cual también es la distancia minima entre las M senales.

7.4.1 Demodulacién y deteccién de FSK

Es posible suponer que las senales FSK son transmitidas a través de un canal AWGN. Ademas, se asumira
que cada senal sufre un retardo en la transmision a través del canal. En consecuencia, la senal filtrada
recibida a la entrada del demodulador puede expresarse como

r(t) =1/ % cos(2m fet + 2nmAft + ¢pm) + n(t) (7.46)

donde ¢, es el desplazamiento de fase de la m-ésima senal (debido al retardo de transmisién) y n(t) representa
el ruido pasabanda aditivo que puede ser expresado como

n(t) = ne(t) cos 2w fot — ng(t) sin 27 f 1

La demodulacién y deteccién de las M senales FSK puede realizarse por dos métodos diferentes. Una
aproximacién es estimar los M desplazamientos de fase {¢,,} y efectuar una demodulacidn y deteccion
coherentes. Como método alternativo, las fases de las portadoras pueden ignorarse en la demodulacién y
deteccion.

En la demodulacién de fase coherente la sefial recibida r(t) se correlaciona con cada una de las M posibles
senales recibidas cos(2w f.t + 2mmAft + qgm), m=20,1,---,M — 1 donde qgm son las estimaciones de fase
de las portadoras. Un diagrama en bloques ilustrando este tipo de demodulacion se muestra en la figura
7.30. Es interesante notar que cuando qgm #+ ¢m, la separacién de frecuencia requerida para sefializacién
ortogonal en el demodulador es Af = 1/T, la cual es dos veces la separacién minima para ortogonalidad
cuando qgm = ¢m.

El requerimiento para estimar las M fases de las portadoras hace que la demodulacién coherente de
senales FSK sea extremadamente compleja e impractica, especialmente cuando el numero de senales es
grande. En consecuencia, no se considerara la detecciéon coherente de senales FSK.

En su lugar se considerara un método para la demodulacién y deteccién que no requiere el conocimiento
de las fases de las portadoras. La demodulacién puede lograrse como mostrado en la figura 7.31. En este caso
hay dos correladores por senal, o un total de 2M correladores, en general. La senal recibida se correlaciona
con las funciones base (portadoras en cuadratura) 1/2/T cos 2x(fo + mAf)t y \/2/T sin 2z (f. + mAf)t para
m=20,1,---, M — 1. Las 2M salidas de los correladores se muestrean al final del intervalo de senalizacién y
se pasan al detector. De esta forma, si se transmite la m-ésima senal, las 2M muestras en el detector pueden
expresarse como

B sin 2w (k — m)AfT cos2m(k —m)AfT — 1 .

e = V& [ 2wk —m)AfT T T an(k—m)AfT ‘/””] + ke
B cos2m(k — m)AfT — 1 sin 2w (k — m)AST .

Tk = Ve [ rth—m)A T O T ok —myarr " ‘/””] s
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Figura 7.30: Demodulacién de fase coherente para senales FSK M-arias.

donde nj. y nps son las componentes de ruido Gaussiano en las muestras de salida.
Es posible observar que cuando k& = m los valores de las muestras al detector seran

me = \/((/‘_SCOS ¢m + e
Tms = \/‘(/‘_sSin ¢m + s

Ademiés, se observa que cuando k # m, las componentes de sefial en las muestras ri. v ;s desapareceran,
independientemente de los valores de desplazamiento de fase ¢y, previendo que la separacién de frecuencia
entre muestras sucesivas sea Af = 1/7. En tal caso, las otras 2(M — 1) salidas de los correladores consistiran
en ruido solamente, o sea

The = Nke Ths = Nps k #F M

En el desarrollo siguiente se asumird que Af = 1/T tal que las senales seran ortogonales.

Es posible mostrar facilmente que las 2M muestras ng. y ngs son variables aleatdrias Gaussianas no
correlacionadas de media cero y varianza o2 = Np/2. En consecuencia, la funcién densidad de probabilidad
conjunta para r;,. y rms condicionada sobre ¢, sera

S (P s |m) = e e~ (e =V €08 0 )2 (=B sin )2 207 (7.47)

2702

y para m # k se tiene que

1 2 .2 2
f’f’k(?“kcarks) = 271_0_26_[7‘k3+rk5]/20 (748)
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Figura 7.31: Demodulacién de senales FSK M-arias para deteccién no coherente.

Dadas las 2M variables aleatdrias observadas {rg., 7ks, k = 1,2, -+, M}, el detector éptimo selecciona la
senal que corresponde al maximo de las probabilidades a posteriori, o sea

P[sp, fué trasmitido|r] = P(sm|r), m=1,2,--- M (7.49)
donde 7 es el vector de 2M dimensiones con elementos {rg., ris, k= 1,2,--- M}.

Detector 6ptimo para FSK binaria

Se obtendra la forma para el detector éptimo no coherente para el caso FSK binario. La generalizacion para
el caso de FSK M-ario es directa.

En FSK ortogonal binaria, las dos probabilidades a posteriori seran

Plasfr) = It
P(ss|r) = fr(r}i?)ﬁ?(sﬁ

y, de esta forma, la regla de deteccién éptima puede expresarse como
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P(silr) 7 Plsalr)

S2
0 equivalentemente
S1
fr(rlsi)P(s1)) > fr(r|s2)P(s2)
() < o) (7.50)
S2

donde r es el vector de cuatro dimensiones ¥ = (ri, 15, 7ac, 725). La relacién en (7.50) se puede simplificar
de la siguiente forma

f"'(r|31) z P(Sz) (751)

S2

La relacién de funciones densidad de probabilidad en el lado izquierdo de (7.51) es la relacién de verosimilitud,
la cual puede escribirse como

fr(r|ss)

A= R

(7.52)

El lado derecho de (7.51) es la relacién de dos probabilidades a priori, las cuales toman el valor de unidad
cuando las dos senales son igualmente probables.

Las funciones densidad de probabilidad fr(r|s1) ¥y fr(|s2) en la relacién de verosimilitud pueden ex-
presarse como

27

Ir (7'|81) = fr2(7°2c, 7“25) frl(ﬁc, 7“15|¢1)f¢1(¢1)d¢1
0
27

Ir (7'|82) = frl(ﬁc, 7“15) fr2(7°2c, 7”25|¢2)f¢>2 (¢2)d¢2

0

donde fr, (Fme, Pms|®m) ¥ fr, (Fke, 7hs), m # k estan dadas por (7.47) y (7.48), respectivamente. Las fases
$1 Y ¢2 se eliminan simplemente promediando fy_ (Fme, 'ms|@m )-

Una funcién densidad de probabilidad uniforme para ¢, representa la mayor ignorancia en relacién a
las fases de las portadoras. Esto se denomina la funcion densidad de probabilidad menos favorable para ¢,,.
Con fy,, (ém) = 1/27, 0 < ¢, < 27, sustituida en las integrales anteriores se obtiene

L o G tel ) :
Tme, Tms|Pm m =
27T 0 rm

2
-t k200 L [T /B e 08 Gt sin Y

m
2w o? 27 Jo

pero
1 27

_ , ) 7 D)
L e\/é's(rmc COS P +Tms SN P, )/ 0 d¢m — Io ( gs(rmc + rms))

2
27 J, o

donde Iy(z) es la funcién de Bessel modificada de orden cero. Esta es una funcién monotonamente creciente
de su argumento, como ilustrado en la figura 7.32. Iy(z) tiene la siguiente expansién en series de potencias
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Figura 7.32: Gréfico de Iy(z).

Io(z) = ZszT!)z

k=0

A partir de las ecuaciones anteriores es posible obtener la relacién de verosimilitud A(#) en la forma

B Io( Ss(r%c—l—r%s)/az) 5>1 Fr(]2)
Alr) = Io( gs(r§c+r§s)/02) 5<2 fr(r|s1) (7.53)

De esta forma, el detector 6ptimo calcula las dos envolventes 71 = +/r?, + 72, y ro = \/r3.+ 72, y los
valores correspondientes de la funciéon de Bessel I (\/Ssrf/az) y Iy (\/Ssrg/az) para formar la relacién

de verosimilitud. Es posible observar que este calculo requiere el conocimiento de la varianza del ruido o2
y la energia de la senal &. La relacién de verosimilitud se compara luego con el umbral P(s3)/P(s;1) para
determinar cual senal fué transmitida.

Una simplificaciéon significativa en la implementacién del detector 6ptimo ocurre cuando las dos senales
son equiprobables. En tal caso el umbral es la unidad y debido a la monotonicidad de la funcién de Bessel,
la regla del detector 6ptimo se reduce a

S1

2 2 > 2 2
e + s < T3 + T3s

S2

De esta forma, el detector éptimo basa su decisién en las dos envolventes 11 = /7%, + 12, y ra = \/72. + 12,
v de esta forma se lo denomina detector de envolvente.

Es posible observar que el calculo de las envolventes de las muestras de senal recibida a la salida del
demodulador hace que las fases de las portadoras {¢,,} sean irrelevantes en la decisién de cual sefial fué
trasmitida. Equivalentemente, la decisién puede basarse en el calculo de las envolventes al cuadrado r? y
72, en cuyo caso el detector se denomina detector de ley cuadrdtica. La figura 7.33 muestra un diagrama en
bloques del demodulador y el detector de ley cuadratica.

La generalizaciéon del demodulador y detector 6ptimos para senales FSK M-arias ortogonales es directa.

Como ilustrado en la figura 7.31, la salida del demodulador éptimo en el instante de muestreo consiste en
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Figura 7.33: Demodulacion y deteccién de ley cuadratica de senales FSK binarias.

un vector de 2M componentes (71¢, 715, 7ac, T2s, ** *s "Me; "Ms). Entonces el detector éptimo no coherente
calcula las M envolventes como

_ /.2 2 _
Tm =A/The +Trqs, m=12 ... M

De esta forma, las fases de portadora de las senales recibidas se vuelven irrelevantes para la decisiéon sobre cual
senal fué transmitida. Cuando todas las senales son igualmente probables de ser transmitidas, el detector
Sptimo selecciona la sefial correspondiente a la mayor envolvente (o envolvente al cuadrado). En el caso
de senales transmitidas no igualmente probables, el detector 6ptimo debe calcular las M probabilidades a
posteriori en (7.49) y luego seleccionar la senal correspondiente a la mayor probabilidad a posteriori.

7.4.2 Probabilidad de error para deteccién de FSK no coherente

Es posible considerar ahora senales FSK AM-aria ortogonales que son detectadas no coherentemente, con la

suposicién que las M sefiales son igualmente probables a priori y que s1(¢) fué transmitida en el intervalo
0<t<T.
Las M métricas de decisién en el detector son las M envolventes

_ /.2 2 _
Tm =A/The +Trqs, m=12 ... M

donde

T1e = /& oS oy + N1 r1s =/ Es Sin ¢y + Ny
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Las componentes de ruido aditivo {nm¢} y {nms } son variables aleatérias mutuamente independientes Gaus-
sianas de media cero y varianza ¢? = Ng/2. De esta forma las funciones densidad de probabilidad de las
variables aleatdrias a la entrada del detector seran

1 2,2 o2 Es(r?. +ri,
f7'1(7°10a7°18) = 27_‘_0_26 (rictri teo)/2 IO (% (754)
1 —[7‘2 472 ]/202
f'f’m(rmcarms) = 2 26 e ’ m:2a3a"'aM (755)
To

Es posible considerar el siguiente cambio de variables en estas ecuaciones

VT et7s —1r
Ry, = Y= O, =tan™" ==
me

Claramente, 1y = 0 Ry, cos Oy v 7 = 0 Ry, sin Oy, El Jacobiano de esta transformacién sera

. ocos O, osin ©,, 9
= —0R,,sin0,, R, cosO,, ‘ =0 B
En consecuencia
R (B2 2e./N0)/2 28,
— 1 s/No)/2 ]

frio, (R1,01) 5. ¢ 0 N, R

Rin g2 /2
meGm(RmaG)m) = ﬁe iy m:2a3a"'aM

Finalmente, promediando fr,, @, (Rm, On) sobre ©,, desaparece el factor 27 en estas tltimas ecuaciones.
De esta forma, es posible concluir que R; tiene una densidad de probabilidad Ricianay R,,, m =2,3,---, M
cada una tiene densidad de probabilidad de Rayleigh.

La probabilidad de decisién correcta es simplemente la probabilidad que Ry > Roy Ry > Rs, -y
R1 > Rp. En consecuencia

P = P(R1>R2,R1>R3,"',R1>RM)

/ P(R2<R1,R3<R1,"',RM>R1|R1:l‘)le(l‘)dl‘
0

Como las variables aleatérias Ry, m = 2,3, -+, M son estadisticamente i.i.d. (independientes e igualmente
distribuidas), la probabilidad conjunta en la ecuacién anterior condicionada sobre R; se factoriza en un
producto de M — 1 términos idénticos. O sea,

P, = /OO[P(R2 < Ri| Ry = o)M=t g, (x)de (7.56)

donde P(Ry < Ry | Ry =) = fox fr,(ra)dra = 1— e‘x2/2, tal que su M — 1-ésima potencia puede expresarse
como

_ M-1
1 S Y (M Y
n=0

tal que sustituyendo en (7.56) e integrando sobre z, produce una probabilidad de decisién correcta dada por

M-1
M—-1 1 2
_ _1yn+l - —npi/(n+1)
P.=3 (1) ( N )n+16

n=0
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donde p; = & /Ny es la SNR por simbolo. Luego, la probabilidad de un error de simbolo (Pyy = 1 — P;) sera

M-1
M-1 1 2
Py =Y (=1t —— 7o/ (n ) 757
M;()<n)n+1e (720
donde py = & /Ny es la SNR por bit.
Para FSK binaria (M = 2), (7.57) se reduce a

1
P2 — §e—Ps/(”+1)

Es posible observar que el desempeno de FSK no coherente es 3 dB peor que DPSK binaria.
Para M > 2 es posible calcular la probabilidad de un bit de error haciendo uso de la relacién

2k—1

b=

Py

\AAWIAY
2 i \\ \ \ \\M =2
o WAL N
Probab. de 5 5 \ \ \ \ \
errorP:lJe bit2 E \\ \ \ =4
10-4 i \ \ \
ik AW
2 M=16\A \‘)tMﬂ
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Figura 7.34: Probabilidad de error de bit para deteccién no coherente de senales FSK ortogonales.

la cual se obtuvo en el Capitulo anterior. La figura 7.34 muestra la probabilidad de error de bit en funcién
de la SNR por bit p; para M = 2,4 8,16 y 32. De la misma forma que en el caso de deteccién coherente
de senales ortogonales M-arias es posible observar que para cualquier probabilidad de error especificada la
SNR por bit disminuye cuando M aumenta. En el Capitulo siguiente se mostrara que, en el limite para
M — oo (6 k =log, M — ), la probabilidad de error de bit Py puede hacerse arbitrariamente pequefia
previendo que la SNR por bit sea mayor que el limite de Shannon de -1.6 dB. El costo por incrementar M es
el ancho de banda requerido para transmitir las senales. Como la separacion entre frecuencias adyacentes es
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Af = 1/T para senales ortogonales, el ancho de banda requerido para M senales serda W = MAf = M/T.
También, la velocidad de transmisién es Ry = k/T', donde k = log, M. Entonces, la relacién velocidad de
transmisién/ancho de banda serd

Ry logy M
w o M

De esta forma se puede concluir que Ry/W — 0 para M — oco.

7.4.3 FSK de fase continua (CPFSK)

Normalmente las sefiales FSK descriptas anteriormente pueden generarse a partir de M = 2% osciladores
separados, sintonizados en las frecuencias deseadas f.+mAf = f,,, y seleccionando una de las M frecuencias
de acuerdo a un simbolo de k bits particular que va a ser transmitido en el intervalo de senal. Sin embargo,
el cambio abrupto de una salida de un oscilador a otro en intervalos de senalizacién sucesivos resulta en un
espectro de senal de lobulos laterales significativos con respecto a la banda central y que decaen lentamente
con la separaciéon de frecuencias. En consecuencia, este método es poco eficiente desde el punto de vista del
ancho de banda.

Para evitar la utilizacién de senales que tienen lobulos laterales grandes es posible usar la senal que
transporta la informacién para modular en fase una portadora simple cuya fase cambie de forma continua.
La senal de frecuencia modulada resultante tiene fase continua y por ello se denomina FSK de fase continua
(CPFSK).

Para representar una senal FSK es posible comenzar con una senal PAM de la forma

v(t) = ZangT(t —nT)

n

donde las amplitudes se obtienen mapeando bloques de & bits de digitos binarios de la secuencia de infor-
macién en niveles de amplitud +£1,+3,--- (M — 1), y gr(?) es un pulso rectangular de amplitud 1/27 y
duracién T'. La sefial v(t) se utiliza para modular en frecuencia la portadora. En consecuencia, la senal de
frecuencia modulada sera

u(t) =4/ % cos[2m fot + 47T f4 /t o(T)dT 4 ¢o]

donde f; es la desviacion de frecuencia picoy ¢o es una fase inicial arbitraria asociada a la portadora. Notar
que la frecuencia instantdnea de la portadora es f. + 27T fqu(t).

Observar que, a pesar que v(t) contiene discontinuidades, la integral de v(?) es continua. Es posible
escribir la fase de la portadora como

0(t;a) = 47T [y /_t v(r)dr (7.58)

donde a es la secuencia de amplitudes de senal. Como 0(#; @) es una funcién continua de ¢, se tiene entonces
una senal continua.
La fase de la portadora en el intervalo n7° <t < (n+ 1)T se determina integrando (7.58). De esta forma

n—1
0(t;a) = 27T f4 Z arp + 2w (t — nT) faan = On + 27hanq(t — nT) (7.59)

k=—o0

donde h, 6, y q(t) se definen como
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h = 2f;T
n—1
8, = wh Z ag
k=—o0c0
0, t<0
at) = L 42T, 0<i<T
1/2, t>1T
er() qn }
4
2 1
i
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L |
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|
> 1 -
0 T t 0 T I

Figura 7.35: La senal pulso gr(t) y su integral ¢(t).

El parametro h se denomina el indice de modulacién. Es posible observar que #, representa la acumulacién
de fase (memoria) de todos los simbolos hasta el instante (n — 1)7T". La sefial ¢(?) es simplemente la integral
del pulso rectangular, como ilustrado en la figura 7.35.
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Figura 7.36: Trayectorias de fase para CPFSK binaria.

Es instructivo graficar el conjunto de todas las trayectorias de fase 6(¢; @) generadas por todos los valores
posibles de la secuencia de informacién {a,}. Por ejemplo se muestra en la figura 7.36, con simbolos bindrios
a, = x1, el conjunto de las trayectorias de fase comenzando en el instante ¢ = 0. Por comparacién, las
trayectorias de fase para CPFSK cuaternaria (a, = +1,+3) se ilustran en la figura 7.37. Esos diagramas
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Figura 7.37: Trayectorias de fase para CPFSK cuaternaria.

de fase se denominan drboles de fase. Es posible observar que los arboles de fase son lineales a tramos como
consecuencia de que el pulso gr(t) es rectangular. Trayectorias de fase y drboles de fase mas suaves pueden
obtenerse utilizando pulsos que no contengan discontinuidades.

Los arboles de fase mostrados en esas figuras crecen con el tiempo. Sin embargo, la fase de la portadora es
tnica solo en el rango de # = 0 a # = 27 o, equivalentemente, de # = —7 a § = +7. Cuando las trayectorias
se grafican médulo 27, o sea en el rango (—=, ), el arbol de fases colapsa en una estructura denominada
trellis de fase. Una forma de ver la trellis de fase en funcion del tiempo es graficar las dos componentes en
cuadratura z.(t;a) = cosf(t;a) y z5(t;a) = sind(t;a) como coordenadas (x,y) y el tiempo como tercera
dimensién. Como 2%+ y? = 1 en cualquier instante de tiempo, el grafico tridimensional generado por z.(¢; a)
y #5(t; @) aparece como una trayectoria sobre la superficie de un cilindro de radio unitario.

Representaciones mas simples de las trayectorias de fase pueden obtenerse mostrando solo los valores
terminales de la fase de la senal en los instantes de tiempo t = nT". En este caso, el indice de modulacién
h se limitard a un valor racional. En particular, es posible suponer que h = m/p, donde m y p son enteros
primos entre si. Luego, en los instantes de tiempo ¢t = n7’, los estados de fase terminales para m par seran

2 -1
0, = {0’ ﬂ’ ﬂ-m’ . (P )ﬂ-m} (7.60)
P P P
y para m impar seran
2 2p—1
65:{0,@, mm 2 )”m} (7.61)
P P P

De esta forma, existiran p estados de fase terminales cuando m es par y 2p estados de fase terminales cuando
m es impar. Por ejemplo, CPFSK binaria con h = 1/2 tiene cuatro estados de fase terminales. La trellis
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Figura 7.38: Trellis de estados para CPFSK binaria con h = 1/2.

de estados para esta senal se ilustra en la figura 7.38. Es necesario enfatizar que las transiciones de fase de
un estado a otro no son trayectorias de fase verdaderas. Ellas representan transiciones de fase a los estados
terminales en los instantes de tiempo t = n7T".

Figura 7.39: Diagrama de estados para CPFSK binaria con h = 1/2.

Una representacién alternativa a la trellis de estados es el diagrama de estados, el cual también ilustra
las transiciones de estados en los instantes de tiempo ¢t = n. Esta iltima es una representacién aun
mas compacta de la senal CPFSK. En el diagrama de estados solamente se representan los estados de fase
terminales posibles y sus transiciones. El tiempo no aparece explicitamente como una variable. Por ejemplo,
el diagrama de estados para la senal CPFSK con h = 1/2 se muestra en la figura 7.39.

Debe enfatizarse que una senal CPFSK no puede representarse mediante puntos discretos en un espacio
de senales como en el caso de PAM, PSK o QAM debido a que la fase de la portadora es variante en el
tiempo. En cambio, la senal de amplitud constante CPFSK puede representarse en un espacio bidimensional
mediante un circulo, donde los puntos sobre el circulo representan la amplitud y trayectoria de fase de la
portadora en funcién del tiempo. Por ejemplo, la figura 7.40 ilustra los diagramas de espacio de senales para
CPFSK binariacon h = 1/2y h = 1/4. Los cuatro puntosen 8§ = 0,7/2, 7,37/2y 0 = 0, &7 /4, +7/2,£37/4
para h = 1/2 y h = 1/4, respectivamente representan los estados de fase terminales previamente mostrados
en el diagrama de estados.
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(a) (b)

Figura 7.40: Constelaciones para FSK binaria con (a) h =1/2y (b) h =1/4.

Llaveado de desplazamiento minimo (MSK)

MSK es una forma especial de CPFSK en la cual el indice de modulacién es h = 1/2. De esta forma la fase
de la portadora para la senal MSE sera

n—1
0(t;a) = g Z ar + wapq(t —nT)
k=—o0
t—nT,
= 9n+z ny an, nTy<t<(n+1)T
2 Ty

la que se obtiene de (7.59). La sefial de portadora modulada correspondiente sera

2 t — nl;
u(?) Tibbcos [271']”015—1—9”_1_%( Tzl b)an]

2 1
= 4/ Tibb cos |:27T(fc + man)t — g—ﬂ-an + Hn]

Esta expresién indica que la senal MSK (CPFSK binaria) es basicamente una sinusoide consistente en
una de dos posibles frecuencias en el intervalo nTy <t < (n+ 1)73, o sea

1 1
fl—fc—m fz—fc-i'm

En consecuencia, las dos senales sinusoidales pueden expresarse como

2 .
wi(t) = \/ﬁcos [27Tfit—|—9n—|—ﬂ(—1)l_l, i=1,2
T 2

La separacién de frecuencia es Af = fo—f1 = 1/2T}. Recordar que esta es la separacién de frecuencia minima
que garantiza la ortogonalidad de las dos sinusoidales previendo que las senales se detecten coherentemente.
Esto explica porque a una sefial binaria CPFSK con h = 1/2 se la denomina MSK. Notar que la fase de la
portadora en el intervalo de senalizacién n es el estado de fase de la senal que resulta en la continuidad de
la fase entre dos intervalos adyacentes.

Es interesante demostrar que MSK es también una forma de PSK de cuatro fases. Para probar este
punto, es posible comenzar con una senal PSK de cuatro fases, la cual tiene la forma

u(t) = E{

oQ

Z aop197(t — 21y —1p)

n=—o0Q

oQ

Z aongr(t — 2T3)

n=—o0Q

cos 2w f.t +

sin 27cht}




Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 313

donde gp(t) es un pulso sinusoidal definido como

.
smz”Tb, 0<t <27

gr(t) = { 0, para todo otro ¢

gr(D =sin xt12Ty}

0 2T,

Figura 7.41: Forma de pulso sinusoidal.

y se ilustra en la figura 7.41. Primero, es posible observar que la senal PSK de cuatro fases consiste en dos
portadoras en cuadratura, cos 27 f.t y sin2xf.t, las cuales estan moduladas en amplitud a una velocidad
de un bit por intervalo de 2T}. Los bits de informacién pares {as,} se transmiten modulando la portadora
coseno, mientras que los bits de informacién impares {as,41} se transmiten modulando la portadora seno.
Notar que la modulacién de las dos portadoras en cuadratura estd desplazada en tiempo por T} y que la
velocidad de transmision para cada portadora es 1/2T}. Este tipo de modulacién de cuatro fases se denomina

PSK en cuadratura offset (OQPSK).

0 T 2T 3T 4T ST 6T 7T 8T
(c)

Figura 7.42: Representacién de la senal MSK como una forma de dos senales OQPSK, cada una con envol-
vente sinusoidal. (a) Componente de senal en fase, (b) componente de senal en cuadratura y (c) sefial MSK

(a+b).
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Lafigura 7.42 ilustra la senal OQPSK en términos de las dos senales PSK binarias moduladas en cuadratu-
ra desplazadas. La suma correspondiente de las dos senales en cuadratura es una senal FSK de fase continua
de amplitud constante.

LDesplaz. de -90° [ Desplaz. de +90°

AN AL NN
0 \/ T,,\/ 2r,,\/ \/3Tb \/m

Desplaz. de -90° Desplaz. de +90°
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Desplaz. de* 180°

AN AN NN
AVAVAVAVERVA:

Desplaz. de -90°

Figura 7.43: Formas de onda para (a) MSK, (b) OQPSK con pulso rectangular y (¢) QPSK convencional.

Es interesante también comparar las formas de onda de MSK con las de OQPSK en las cuales el pulso
gr(t) es rectangular para 0 < ¢t < 27, y también con las de QPSK convencional, para el mismo pulso
banda base. Las tres técnicas de modulacién logran la misma velocidad de transmision. La senal MSK es
de fase continua. La senal OQPSK con un pulso banda base rectangular es basicamente dos senales PSK
binarias para las cuales las transiciones de fase estan desplazadas en tiempo en T seg. En consecuencia,
esta senal contiene saltos de fase en £90°, y que puede ocurrir tan frecuentemente como cada 7T} seg. Por
otro lado, en QPSK convencional con envolvente constante, uno o ambos simbolos de informacién pueden
causar transiciones de fase cada 27} seg. Esos saltos de fase pueden ser de £180° 6 +£90°. Una ilustracion
de los tres tipos de senales PSK de cuatro fases se muestra en la figura 7.43.

A continuacién se describiran las caracteristicas espectrales de senales CPFSK y se las comparara con
otras senales QPSK. La demodulacién y deteccién de CPFSK se describira mas adelante cuando se discuta
la demodulacién de una clase mas general de senales de fase continua.

7.4.4 Caracteristicas espectrales de CPFSK

En esta seccién se consideraran las caracteristicas espectrales de senales CPFSK y se discutiran algunos
resultados relacionados con su densidad espectral de potencia.
Una senal CPFSK puede expresarse en la siguiente forma general

u(t;a) = 4/ % cos[2m f.t +0(t; a)]
Re {, / QTéemwfcwe(t;a)]}

donde la fase de la portadora 6(¢; a) esta dada por (7.59). Dado que la exponencial compleja e/2™/<! sirve
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como una traslacién en frecuencia de una sefal bandabase compleja s(t) = 4/ %639(““), es suficiente enfocar

la atencidn sobre las caracteristicas espectrales de la sefial que transporta informacién s(t).

A diferencia del calculo de la densidad espectral de potencia para los métodos de modulacién lineal, tal
como PAM, PSK y QAM, para los cuales es relativamente simple, el calculo de la densidad espectral de
potencia de una senal CPFSK es mucho mas tedioso y complicado. Las dificultades estan asociadas a la
memoria de la sefial CPFSK y a la relacién exponencial entre s(t) y 6(¢;a). Independientemente de eso,
puede utilizarse el procedimiento general para la obtencion de la densidad espectral de potencia de PAM
discutido en el Capitulo anterior.

El procedimiento general comienza con el calculo de la funcién autocorrelacién del proceso estocastico
s(t), Rs(t + 7,t). Como en el caso de los métodos de modulacién lineal, el proceso estocdstico s(t) es
cicloestacionario y, debido a ello la funcién autocorrelacién es periddica con periodo T, o sea, Rs(t + T +
7,t+T) = Rs(t + 7,t). Promediando R,(t + 7,t) en un perfodo es posible eliminar la dependencia de ¢ y de
esta forma obtener la funcién autocorrelacién promedio Ry(7) = % fOT Rs(t 4 1,t)dt. Finalmente, se calcula
la transformada de Fourier de R,(7) para obtener la densidad espectral de potencia Ss(f). La densidad
espectral de potencia de una senal real u(?; @) se puede obtener trasladando S;(f) en frecuencia mediante
una portadora en f.. De esta forma se obtiene

S0() = 71S:(F = )+ 5.0+ £

En el caso de una senal CPFSK este procedimiento produce la siguiente expresiéon para la densidad
espectral de potencia

SN =T |37 S AL + 575 3 3 BanDAu(N A () (762

donde

_osina[fT—(2n—1—-M)h/2] . h(2n—1-M
An(f) = T[T = (2n — 1= M)h/2] —smc(fT—f)

cos(2mfT — apm) — B cosapm

Bam(f) = 14+ 32 —28cos2nfT
anm = wh(m+n—-—1—M)
_ sinMwh
po= Msinwh

La densidad espectral de potencia de CPFSK para M = 2 se muestra en las figuras 7.44 y 7.45 en funcién
de la frecuencia normalizada 7T, con el indice de modulacién h = 2f;T como parametro. Notar que en esos
graficos se muestra solo la mitad del espectro porque el mismo es simétrico en frecuencia. El origen f7 =0
corresponde a la frecuencia de la portadora f. en el espectro de la senal real.

Esos graficos muestran que el espectro de una senal CPFSK es relativamente suave y bien confinado
para h < 1. Cuando h se aproxima a uno, el espectro se vuelve muy abrupto, y para h = 1 donde |5] = 1
ocurren impulsos en M frecuencias. Cuando h > 1 el espectro se vuelve mucho mas disperso. En sistemas de
comunicaciones que utilizan CPFSK el indice de modulacién se selecciona para conservar ancho de banda,
de forma que h < 1.

El caso especial de CPFSK binaria con h = 1/2 (6 fq4 = 1/47;) y 8 = 0 corresponde a MSK. En este
caso, la densidad espectral de potencia obtenida de las ecuacién (7.62) serd

Ss(f) (7.63)

_32& | cos2mfT 2
T2 [1-16f272

T

En contraste, la densidad espectral de potencia de OQPSK con un pulso rectangular gr(t) de duracién 27T}
sera
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Figura 7.44: Densidad espectral de potencia de CPFSK binaria.

(7.64)

sin 27 Ty ?
27TfTb

Ss(f) = 4&; [

Las densidades espectrales de potencia en (7.63) y (7.64) se ilustran en la figura 7.46. Notar que el 1ébulo
principal de MSK es 50% mas ancho que el de OQPSK. Sin embargo, los 16bulos laterales de MSK decrecen
considerablemente mas rapido. En consecuencia, MSK es significativamente mas eficiente en términos de

ancho de banda que OQPSK.

7.5 Modulacién de fase continua (CPM) (*)

Los métodos de modulaciéon PAM, PSK y QAM descriptos en las secciones anteriores son basicamente
métodos de modulacién sin memoria. En otras palabras, la amplitud transmitida en PAM, la fase de la
portadora transmitida en modulacién de fase digital y la combinacion de fase y amplitud de la portadora
transmitida en QAM son estadisticamente independientes en intervalo sucesivos de senalizacién, a menos
que el canal introduzca memoria (interferencia intersimbolo).
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Figura 7.45: Densidad espectral de potencia de CPFSK binaria.

En contraste CPFSK es un método de modulacién con memoria. La memoria resulta de la continuidad
de fase de la portadora transmitida desde un intervalo de senalizacién hasta el proximo. Cuando la fase se
expresa en la forma (7.59), CPFSK se vuelve un caso especial de una clase general de sefiales moduladas de
fase continua (CPM) en la cual la fase de la portadora estd definida por

n

0(t;a) =27 Z arhrg(t —kT), 2T <t<(n+1)T (7.65)
k=—c0
donde {ap} es la secuencia M-dria de simbolos de informacién con valores £1, 43, (M — 1), {h} es

una secuencia de indices de modulacién y ¢(#) es alguna forma de onda normalizada. Recordar que para
CPFSK, ¢(t) =t/2T para 0 <t < T, ¢q(t) =0 parat <0y q(t) =1/2 parat>T.

Cuando hy = h para todo k, el indice de modulacién es fijo para todos los simbolos. Cuando el indice de
modulacién varia de un simbolo a otro, la senal CPM se denomina multi h. En tal caso, los {hy} se eligen
de forma de variar segin un patrén ciclico a través del conjunto de indices.

La forma de onda ¢() es la integral del pulso gp(¢) de forma arbitriria, o sea
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Figura 7.46: Densidad espectral de potencia de MSK y QPSK.

q(t) = /Ot gr(T)dr

Sigr(t) = 0 parat > T, lasenal CPM se denomina una seiial CPM de respuesta completa. Si gp(t) # 0 para
t > T, la senal CPM se denomina una senal CPM de respuesta parcial. En la figura 7.47 se ilustran varias
formas de pulso para gr(t) y la senal ¢(t) correspondiente. Es evidente que existird un nimero infinito de
senales CPM que pueden obtenerse seleccionando diferentes formas de pulso para gr(t) o variando el indice
de modulacién ki o el numero de simbolos M.

En general, las senales CPM no pueden representarse mediante puntos discretos en un espacio de senales
como en el caso de PAM, PSK y QAM debido a que la fase de la portadora es variante en el tiempo. Como
se discutié en el caso de senales CPFSK es posible utilizar trayectorias de fase (o arboles de fase) para
ilustrar la fase de senal en funcién del tiempo. Alternativamente, es posible utilizar una trellis de estados o
un diagrama de estados para ilustrar los estados de fase terminales y las transiciones de fase de un estado a
otro. Finalmente, como en el caso de CPFSK una senal CPM se puede representar en el espacio de senales
mediante un circulo, donde los puntos sobre el circulo corresponden a la combinacién de amplitud y fase de
la portadora en funcién del tiempo. Los estados de fase terminales se identifican usualmente como puntos
discretos sobre el circulo. Por ejemplo, la figura 7.48 ilustra los diagramas de espacio de senales para CPFSK
con h = 1/4, 1/3 y 2/3. Notar que la longitud de las trayectorias de fase (longitudes de los arcos) entre
estados de fase terminales aumenta con un incremento en h. Un incremento en h también resulta en un
incremento del ancho de banda de la senal, como se discutié anteriormente.

7.5.1 Demodulacién y deteccién de CPM (*)

La senal CPM transmitida puede expresarse como

u(t) =4/ % cos[2m ft + 0(t; a)]

donde (t; @) es la fase de la portadora. La sefal recibida filtrada por un canal con AWGN es

r(t) = u(t) + n(?)
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Figura 7.47: Formas de pulso para CPM, (a,b) respuesta completa, (¢,d) respuesta parcial.
donde

n(t) = ne(t) cos 2w fot — ng(t) sin 27 fot

El receptor éptimo para esta senal consiste en un correlador seguido de un detector de secuencias ML que
busca los caminos con distancia Euclidiana minima a través de la trellis de estados. Un método eficiente para
realizar esta biisqueda es el algoritmo de Viterbi. Se discutira los aspectos relacionados con la estructura
general de la trellis de estados para CPM y luego se describird el calculo de las métricas asociadas.

La fase de la portadora para una senal CPM con indice de modulacién fijo puede expresarse como

n

0t;a) = 2hw Z arq(t — kT), nT <t<(n+ 1T
k=—o0c0
n—L n
= 7h Z ap + 27h Z arq(t — kT)
k=—c0 k=n—-L+1

= O+ o¢(t;a), nT<t<(n+1)T

donde por definicion
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Figura 7.48: Constelaciones para CPFSK.

n—L
b = Th Y (7.66)
k=—o0c0
$(t;a) = 27h Y apq(t — kT) (7.67)
k=n—-L+1

y q(t) =0parat <0, qt)=1/2parat > LT,y

q(t) = /Ot gr(T)dr

donde L es un entero positivo. El pulso de sefal serd gr(t) = 0 parat < 0y ¢t > LT. Para L = 1 se tiene
una senal CPM de respuesta completa. y para L > 1 se tiene una senal de respuesta parcial. Notar que
0, representa la fase de la portadora en t = nT y ¢(¢; a) representa la acumulacién de fase adicional en
nT<t<(n+DT.

Cuando h es racional, o sea h = m/p donde m y p son enteros primos, las fases de la senial CPM en
t = nI"' pueden representarse mediante una trellis. El nimero de estados de fase terminales para L = 1 es p
para m par y 2p para m impar, como indicado previamente indicado con (7.60) y (7.61). Sin embargo, para
L > 1 se tiene estados adicionales de fase debido a la caracteristica de respuesta parcial del pulso de senal
gr(t). Esos estados de fase terminales adicionales pueden determinarse expresando la fase ¢(t;a) en (7.67)
como

n—1

é(t;a) = 2wh Z arq(t — kT) + 2whanq(t —nT) (7.68)
k=n—-L+1

El primer término del lado derecho de (7.68) es funcién de los simbolos de informacién (an—1 ,an—2 ,- -
,dn—L+1), denominado vector de estados correlativos, y representa la contribucién de fase de los pulsos que no
han alcanzado su valor final. El segundo término del lado derecho de (7.68) representa la contribucién de fase
debido al simbolo mas reciente a,. En consecuencia, el estado de la senal CPM en ¢ = nT puede expresarse
como la combinacién del estado de fase 8, y el vector de estados correlativos (ap—1,an-2,  *,dn_r4+1), l0
cual se notara por

Sp = {gn’ Apn—1,0n-2,"" ", an—L+1}
para el caso de una senal de respuesta parcial de longitud LT. De esta forma el ntiimero de estados sera
N. — 10]\4L_1 m par
* T 2pME~Y m impar

donde h = m/p.
La transicién de estados de S, a S,_; puede determinarse por el efecto del nuevo simbolo a, en el
intervalo de tiempo nT <t < (n+ 1)T. En general se tendra que
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Sn-l—l = {gna Apny Ap—1," ", an—L+2}

donde

9n+1 =0, + 77han—L+1

Ejemplo. Determinar los estados terminales para una senal binaria con indice de modulacién h = 3/4 y un
pulso de respuesta parcial de . = 2. Graficar la trellis de estados.

Como p = 4, m es impar y M = 2 se tiene que Ny = 16 estados de fase. Los 2p estados de fase
correspondientes a 6, seran

T w3
@s == {O’iZ’ii’iZ’ﬂ-}

Por cada uno de esos estados de fase existirdn dos estados asociados a la memoria de la senal de respuesta
parcial. De esta forma, los 16 estados S,, = (6, an—1) seran

(0,4+1),(0,=1),(x/4,1),(w/4,=1), (=7 /4,1), (—7x /4, 1),
(r/2,1),(x/2,-1),(=7/2,1),(—7/2,-1),(37/4,1), (3= /4, —1),
(=3w/4,1),(=3x/4,-1), (7, 1), (7, —1)

Suponiendo que el sistema estd en el estado de fase 8, = 37/4 y a,1 = —1. Entonces S, = (3x/4,-1)y

Opy1 = O0p + Than_1 =37/4+ (3x/4)(—=1) =0

En consecuencia, Spy1 = (Oht1,an) = (0,a,). Siay, = 1, entonces Sp41 = (0,1). Si ap, = —1, entonces
Sp41 = (0,—1). La trellis de estados se ilustra en la figura 7.49. En la figura 7.50 se ilustra un camino a
través de la trellis de estados correspondiente a la secuencia de datos (1, -1, -1, -1, 1, 1).

Se discutira ahora aspectos relacionados con la demodulacién y deteccién de senales CPM. Como todas las
formas de onda tienen la misma energia es posible basar las decisiones del detector en métricas de correlacion.
La correlacién cruzada entre la sefial recibida r(¢) y cada una de las posibles senales transmitidas produce
la siguiente métrica

(n+1)T
Cpla,r) = / r(t) cos[2m ft + 0(t; a)]dt

oQ

(n+1)T
= Ch_i(a,r) —1—/ r(t) cos[2n fot + 0, + &(¢; a)]dt
nT

En el detector de secuencias ML, el término Cy,,_1(a,r) representa la métrica de las secuencias super-
vivientes hasta el instante n7. El segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior, Cy(6,; a,v),
representa los incrementos adicionales en la métrica de correlacién debidos a la senal recibida en el intervalo
nT <t < (n+ 1)T. Es posible observar que existen M% secuencias posibles @ = (ay,an_1, -+, an_r41) de
simbolos y p o 2p estados de fase posibles {f,,}. En consecuencia, existiran pM* o 2pM’ valores diferentes
de la métrica de correlacién Cp(0,; @, ) a ser calculados en cada intervalo, de forma que cada valor se utiliza
para incrementar la métrica correspondiente a las secuencias supervivientes de los intervalos de senalizacion
previos. Un diagrama en bloques general que ilustra el procesamiento de Cy (6, ; a,r) para el detector de
Viterbi se muestra en la figura 7.51.
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(9,,, In-1)
o

Figura 7.49: Trellis de estados para CPM de respuesta parcial (L = 2) con h = 3/4.

El niimero de secuencias supervivientes en cada estado del proceso de bisqueda de Viterbi en el detector
de secuencias ML es pMT~" 0 2pMT~1. Por cada secuencia superviviente se tienen M nuevos incrementos
de métrica de correlacién Cp(6,;a,r) que se suman a las métricas existentes para producir pM% o 2pM L
secuencias con sus correspondientes métricas. Sin embargo, este niimero se reduce a pM L1 0 2pM L~ super-
vivientes con sus correspondientes métricas seleccionando la mas probable de las M secuencias convergiendo
a cada nodo de la trellis y descartando las otras M — 1 secuencias.

7.5.2 Desempeno de CPM en un canal AWGN (*)

Para la determinacién de la probabilidad de error asociada al detector de Viterbi para senales CPM es
necesario determinar la distancia Euclidiana minima de caminos a través de la trellis que se separan en un
nodo y vuelven a convergir posteriormente en el mismo nodo. La distancia entre dos caminos a través de la
trellis dependera de la diferencia de fase entre los caminos, como se discutira a continuacion.

Es posible suponer dos sefiales u;(¢) y u;(t) correspondientes a las trayectorias de fase 8(¢;a;) y 0(¢; a;).
Las secuencias a; y a; deben diferir en el primer simbolo. Luego, la distancia Euclidiana al cuadrado entre
las dos sefiales en un intervalo de longitud NT, donde 1/T" es la velocidad de transmisién de simbolos, se
define como

NT NT NT NT
d3; :/0 [ui(t)—uj(t)]zdt:/() ui(t)zdt—i—/o uj(t)zdt—Q/o w; (t)u;(t)dt
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Figura 7.50: Un camino de senal a través de la trellis.

NT
) / cos[2m fot + 0(¢; a;)] cos[2m fot + 0(t; a;)]dt
0

al cuadrado d?] puede expresarse también como

Como la energia por simbolo esta relacionada con la energia por bit & = & log, M, la distancia Euclidiana

9 _ 285 10g2 M

NT
T )/0 {1 — cos[8(t; a;) — 6(; a;)] }dt

distancia Euclidiana minima, definida como

La probabilidad de error para el detector de Viterbi estd dominada por el término correspondiente a la

Luego, la probabilidad de error de simbolo puede aproximarse como
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Figura 7.51: Calculo de la métrica Cy(0,; a,r).

2

d? .
Pyr & Ng minQ ﬁ (769)
0

donde Ngmin es el numero de caminos de distancia minima. Para PSK binaria convencional sin memoria
N =1yd%,, =di, =2&. De esta forma (7.69) concuerda con los resultados previos.

En general d2,;, es una funcién del indice de modulacién h, el nimero de simbolos M y la forma del
pulso gr(t). La eleccién del indice de modulacién A y la forma del pulso tienen un impacto significativo en la
determinacién del ancho de banda ocupado por la senal transmitida. La clase de pulsos de coseno elevado,

de la forma

1T (l—cosw), 0<t< LT

— 2LT LT
gr(t) = { 0, para todo otro ¢ (7.70)

es especialmente adecuada para el diseno de senales CPM de ancho de banda eficiente.

El valor de d?,;, ha sido evaluado para una amplia variedad de sefiales CPM, incluyendo de respuesta
completa y de respuesta parcial. Por ejemplo, la figura 7.52 ilustra el valor de d?2,;, normalizada por 4&,
en funcién del producto tiempo - ancho de banda 2W 7T}, donde W esta definido por el ancho de banda del
99 % de potencia. La sefial MSK sirve como referencia (0 dB) porque resulta en d2,;, = 4&,. La notacién
LRC indica que gr(t) es un pulso de coseno elevado con I = 3,4 y 6, segin definido por (7.70). A lo largo
de cualquier curva en la figura el ancho de banda W aumenta cuando aumenta el indice de modulacién h,
lo mismo que la SNR. Ademas, la eficiencia de ancho de banda aumenta con el incremento del tamano del
simbolo M para una forma del pulso coseno elevado fija. Se puede observar en esta figura que es posible
ganar varios decibeles utilizando senales de respuesta parcial y alfabetos de simbolos grandes. El principal
precio pagado por esta ganancia de desempeno es el incremento exponencial de complejidad computacional
en la implementacién del detector de Viterbi para llevar a cabo la bisqueda del camino mas probable a

través de la trellis.

Los resultados de desempeno de la figura 7.52 ilustran que mediante CPM de respuesta parcial y pulso
coseno elevado para M = 4 se puede obtener una ganancia relativa de 3-4 dB en relacién a MSK sin
incremento relativo en ancho de banda. A pesar que esos resultados se han obtenido para pulsos coseno
elevado, ganancias similares podrian obtenerse con otras senales de respuesta parcial. Es posible enfatizar
que esta ganancia en SNR se logra introduciendo memoria en la modulacién de la senal y utilizando esta
memoria en la deteccion de la senal.
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Figura 7.52: Compromiso potencia - ancho de banda para senales CPM de respuesta parcial con pulsos
coseno elevado; W es el ancho de banda del 99 % de potencia.

7.5.3 Caracteristicas espectrales de senales CPM (*)

Se discutié anteriormente las caracteristicas espectrales de senales CPFSK, que son un caso especial de
senales CPM. El procedimiento general para determinar la densidad espectral de potencia de una senal
CPM es basicamente el mismo que el descripto para senales CPFSK. Como CPM es mas general, sin
embargo, la obtencién de la funcién autocorrelacién promedio y la densidad espectral de potencia es mucho
mas complicada y no se discutira aqui.

Se describira brevemente algunos aspectos generales sobre las caracteristicas espectrales de las senales
CPM. En general el ancho de banda ocupado por una senal CPM depende de la eleccién del indice de
modulacién h, la forma del pulso gr(¢) y el nimero de sefiales M. Como se vid para el caso de sefales
CPFSK, valores pequenos de h resultan en senales con un ancho de banda relativamente pequeno. Este es
el caso también para senales CPM.

El uso de pulsos suaves como el de coseno elevado de (7.70) donde L = 1 para respuesta completay L > 1
para respuesta parcial, resulta en general en menor ancho de banda y en consecuencia en mayor eficiencia
de ancho de banda que la utilizacién de pulsos rectangulares. Por ejemplo, la figura 7.53 ilustra la densidad
espectral de potencia para CPM binaria con diferentes pulsos coseno elevado de respuesta parcial y h = 1/2.
Por comparacién se muestra también el espectro de CPFSK binaria con h = 1/2 (MSK). Es posible notar
que cuando L aumenta, el pulso gr () se vuelve aiin més suave y de esta forma se reduce el ancho de banda
de la senal.

El efecto de variar el indice de modulacién de una senal CPM se ilustra en la figura 7.54 para el caso
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Figura 7.53: Densidad espectral de potencia para CPM binaria con h = 1/2 y diferentes formas de pulso.

de M =4 y un pulso coseno elevado de la forma dada por (7.70) con L = 3. Notar que esas caracteristicas
espectrales son similares a las ilustradas previamente en la secciéon donde se discutié CPFSK, excepto que
ahora se tiene caracteristicas espectrales mas estrechas debido a la forma del pulso coseno elevado mas suave.

7.6 Transmisiéon con desvaneciemiento y multicamino (*)

En este Capitulo y los previos se describieron métodologias de modulacién y demodulacion para la trans-
misién de informacién sobre dos tipos de canales, un canal AWGN y un canal de filtrado lineal. Esos canales
son apropiados para una gran variedad de canales fisicos. Sin embargo, no son adecuados para describir la
transmisién de senales por canales de radio donde las caracteristicas de transmision cambian en el tiempo. En
tales casos es necesario desarollar modelos matematicos mas generales que caracterizen ese comportamiento
variante en el tiempo. Se discutiran algunos ejemplos de canales de comunicaciones que requieren un tipo
diferente de modelo de canal (ver Capitulo 3).

Transmisiéon via propagacién ionosférica en la banda HF

De la discusién en el Capitulo 3 es posible recordar la propagacién de senales transmitidas en la banda de
frecuencia HF, producida mediante la refraccién en la iondsfera consistente en varias capas de particulas
cargadas en altitudes de 50 a 400 km sobre la superficie de la tierra. Como consecuencia de esas capas de
la ionésfera la senal llega al receptor a través de diferentes caminos de propagacion con diferentes retardos.
Esas componentes de senal se denominan componentes multicamino. Esas componentes de senal multicamino
tienen generalmente diferentes desplazamientos de fase y, en consecuencia, pueden sumarse destructivamente
resultando en un fenémeno denominado desvanecimiento de senal. De esta forma, el desvanecimiento es un
resultado de la propagacién multicamino de la senal. Para caracterizar el comportamiento de este tipo de
canal es necesario adoptar un modelo de respuesta impulsiva variante en el tiempo.

Transmisién celular mévil

En la transmision de radio celular mévil, entre la estacion base y un automévil, la senal transmitida de la
estacion base al automovil se refleja usualmente en edificios, colinas u otras construcciones circundantes. En
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Figura 7.54: Densidad espectral de potencia para CPM cuaternaria para diferentes indices de modulacién

(3RC).

consecuencia, en el receptor se observan caminos de propagaciéon miltiples con diferentes retardos. De esta
forma, la senal recibida tiene caracteristicas similares a aquellas asociadas a la propagacién ionosférica. Lo
mismo sucede para la transmisién desde un automoévil a la estacién base. Ademas, la velocidad a la que el
automovil se estd desplazando resulta también en desplazamientos en frecuencia de las varias componentes
de frecuencia de la senal, estos se denominan desplazamientos Doppler.

Transmisiéon de radio microondas de enlace visual

En la transmisién de senales de radio de enlace visual las antenas de transmisién y recepcién se montan
generalmente sobre torres para evitar obstrucciones tal como edificios y colinas en el camino de propagacion.
Sin embargo, como no puede eliminarse totalmente esas obstrucciones es probable que las senales se reflejen,
ain en el suelo. Esto es especialemente un problema sobre todo en condiciones meteoroldgicas severas. En
ese caso existe una componente de senal recibida que llega al receptor via el camino directo y un conjunto
de caminos secundarios que se reflejan en el terreno. Estos ultimos llegan al receptor con diferentes retar-
dos y constituyen propagacion multicamino. En general en la transmisién de enlace visual por microondas
se utiliza antenas de ancho de haz relativamente estrecho para reducir la ocurrencia de reflexiones secun-
darias. Independientemente de ello, algunas reflexiones secundarias de senal se observan frecuentemente en
la practica.

Comunicaciones de radio de avién a avién

En las comunicaciones radiales entre dos aviones es posible que componentes secundarias de senal sean
recibidas a partir de reflexiones en el suelo. Este es el caso cuando se utiliza antenas omnidireccionales. El
conjunto de componentes de senal reflejadas a partir del suelo llegan generalmente al receptor con diferentes
retardos y diferentes atenuaciones. Ademads, el movimiento relativo de los aviones produce desplazamientos
de frecuencia Doppler en las diferentes componentes de senal. En varios aspectos, esta situacién es similar
a la de comunicaciones celulares moviles.

Los cuatro canales descriptos aqui brevemente pueden caracterizarse en general como sistemas lineales



328 Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS

con respuestas impulsivas variantes en el tiempo. Como es generalmente dificil, si no imposible, caracterizar
los efectos microscépicos de la transmisién de senal sobre los canales descriptos en forma deterministica, es
l6gico que se adopte una caracterizacion estadistica.

7.6.1 Modelo para canales con multicamino (¥)

Senal transmitida Senal recibida

JANER

t=1 0 t

r/\i

Figura 7.55: Tlustracién de las caracteristicas de respuesta de un canal variante en el tiempo.

Como es posible notar, existen dos caracteristicas diferentes en los tipos de canales de radio discutidos.
Una caracteristica es que la senal transmitida llega al receptor via multiples caminos de propagacién, cada uno
con un retardo de tiempo asociado. Por ejemplo, si se transmite un pulso extremadamente corto, idealmente
un impulso, la respuesta del canal debido a dispersores multiples (tal como las particulas ionizadas de la
atmosfera) podria aparecer como mostrado en la figura 7.55. Como la senal recibida se dispersa en el tiempo
debido a los dispersores miiltiples con diferentes retardos, se dice que el canal es dispersivo en tiempo.

Una segunda caracteristica de los tipos de canales de radio discutidos esta relacionada con las variaciones
en el tiempo de la estructura del medio. Como resultado de tales variaciones en el tiempo, la respuesta del
canal a cualquier senal transmitida a través de él cambiard en el tiempo. En consecuencia, si se repite el
experimento con un pulso corto exhaustivamente sera posible observar cambios en la senal recibida debidos
a cambios en el medio fisico. Tales cambios incluyen variaciones en los retardos relativos de las senales de
los dispersores multiples. De esta forma la senal recibida podria parecer como ilustrada en la figura 7.55.
En otras palabras, la respuesta impulsiva del canal es variante en el tiempo. En general, las variaciones en
el tiempo en la senal recibida parecen impredecibles para el usuario del canal. Esto conduce a caracterizar
al canal multicamino variante en el tiempo estadisticamente.

Para obtener una descripcién estadistica del canal, es posible considerar la transmisién de una portadora
no modulada ¢(t) = A cos 2w f.t. La senal recibida en ausencia de ruido puede expresarse como

z(t) = A an(t)cos2ufo(t — 7 (t)] = ARe Y ay(t)e =i 2 Tl 2nlel

donde (1) es la atenuacién variante en el tiempo asociada al camino de propagacién n y 7,(¢) es el retardo
de propagacion correspondiente. La senal compleja

At) = ) an(t)e T =3 " (1) o)

representa la respuesta del canal a la exponencial compleja /277t Notar que, a pesar que la entrada al
canal es una senal monocromatica, o sea una senal de una unica frecuencia, la salida del canal consiste en una
senal que contiene varias componentes de frecuencia diferentes. Ksas nuevas componentes se generan como
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resultado de las variaciones en el tiempo en la respuesta del canal. El ancho de banda de z(t) se denomina
dispersion de frecuencia Doppler del canal, By. Esta cantidad es una medida de cuan rapidamente varia
la senal z(t) en el tiempo. Si z(¢) varia lentamente, la dispersién de frecuencia Doppler es relativamente
pequena, mientras que si z(¢) varia rapidamente, la dispersién de frecuencia Doppler es grande.

Es posible interpretar la sefial compleja recibida z(¢) como la suma de cierto nimero de vectores (fasores),
cada uno de los cuales tiene una amplitud variante en el tiempo a,(?) y fase ¢, (¢). En general, se requieren
grandes cambios dindmicos en el medio fisico para lograr un gran cambio en {a,(¢)}. Por otro lado, las fases
{én(t)} cambiardn en 27 radianes siempre que {7,(¢)} cambie en 1/f,. Pero 1/f. es un valor pequeno y,
en consecuencia, las fases {¢,(¢)} cambiardn en 27 o més radianes con cambios relativamente pequefios en
las caracteristicas del medio. Es posible esperar también que los retardos {r,(¢)} asociados a los diferentes
caminos de sefial cambien a diferentes velocidades y de forma impredecible (aleatéria). Esto implica que la
senal compleja z(¢) puede modelarse mediante un proceso estocistico. Cuando exista un gran nimero de
caminos de propagacién de senal puede aplicarse el teorema del limite central. De esta forma z(¢) puede
modelarse como un proceso Gaussiano complejo.

El modelo de propagacién multicamino del canal, asociado a la senal recibida (), o equivalentemente
z(t), resulta en el desvanecimiento de la sefial. El fendmeno de desvanecimiento es resultado primariamente
de los factores de fase variantes en el tiempo {¢,(¢)}. A veces los vectores complejos z(¢) se suman des-
tructivamente para reducir el nivel de potencia de la sefial recibida. Otras veces los vectores z(¢) se suman
constructivamente y de esta forma producen una senal mayor. Las variaciones de amplitud en la senal
recibida debidas a la propagacion multicamino variante en el tiempo del canal se denominan usualmente
desvanecimiento de senal.

Seifial de
entrada

10|

N Salida del
. o " canal

Ruido aditivo

Figura 7.56: Modelo para un canal multicamino variante en el tiempo.

Un modelo general para un canal multicamino variante en el tiempo se ilustra en la figura 7.56. El modelo
de canal consiste de una linea de retardos uniformemente espaciada. El espaciamiento entre retardos es 1/W,
donde TV es el ancho de banda de la sefial transmitida a través del canal. Los coeficientes {c, = ay,(t)e/ (D)}
se modelan usualmente como procesoss Gaussianos complejos mutuamente decorrelacionados. La longitud
de la linea de retardos corresponde a la cantidad de dispersién temporal en el canal multicamino, que
usualmente se denomina dispersidn multicamino, T,,, = L/W , donde L representa el niimero maximo posible
de componentes de sefial multicamino.

Ejemplo 1. Determinar un modelo de canal apropiado para la propagacién ionosférica de dos caminos,
donde el retardo de tiempo relativo entre los dos caminos de senal es 1 mseg y el ancho de banda de la senal
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Figura 7.57: Modelo de canal de dos caminos.

transmitida es de 10 kHz.

Una senal de 10 kHz provee una resolucién en tiempo de 1/W = 0.1 mseg. Como el retardo relativo de
tiempo entre los caminos de senal recibidos es 1 mseg. el modelo de linea de retardos incluye 10 retardos
con solo el primer y ultimo coeficientes variantes en el tiempo ¢1(t) y ¢2(¢) no nulos, como se ilustra en la
figura 7.57. Como ¢1(t) y ca(t) representan la respuesta de senal a un gran nimero de particulas ionizadas
de dos regiones diferentes de la iondsfera es posible caracterizarlos como procesos estocasticos Gaussianos no
correlacionados complejos. La velocidad de variacién de los coeficientes determinard el valor de la dispersiéon
Doppler para cada camino.

Ejemplo 2. Determinar un modelo de canal apropiado para un enlace entre aviones en el cual existe
un camino directo de senal y una propagacién secundaria resultante de la dispersion de senal debido a la
superficie circundante. El camino secundario tiene un retardo de propagacién de 7y = 10 useg relativo al
retardo de propagacién del camino directo. El ancho de banda de senal es W = 100 kHz.

Entrada al
canal
1 1/W
ci(n X ca(t)

Salida del
f+\ :alae

canal

Ruido

Figura 7.58: Modelo de canal de dos caminos.
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Una sefial de 100 kHz provee una resolucién en tiempo de 1/WW = 1 useg. En consecuencia, el camino de
senal secundario es resoluble debido a que el retardo de tiempo relativo es 10 useg. En este caso, un modelo
apropiado de canal tiene dos coeficientes ¢; = a1e/?1 y ¢5(t) = as(t)e??()| como mostrado en la figura 7.58.
Notar que el camino directo se modela con una atenuacién fija (invariante en el tiempo) y una fase fija.
Por otro lado, el camino secundario que resulta del terreno se modela con atenuacién y fase variantes en
el tiempo, debido a que el terreno cambia en el tiempo por el movimiento de los aviones. En este caso es
apropiado modelar a e3(t) como un proceso estocastico Gaussiano complejo. La velocidad de variacién del
coeficiente ca(t) determina el valor de la dispersién de frecuencia Doppler para este camino. Notar que en
ambos caminos de senal el directo y el reflejado existiran desplazamiento de frecuencia Doppler resultantes
del citado movimiento de los aviones.

Ejemplo 3. Determinar el modelo apropiado de canal para el enlace entre aviones del ejemplo anterior pero
ahora suponiendo que el ancho de banda de la senal transmitida es 10 kHz.

Una senal de 10 kHz provee una resolucién en tiempo de 100 pseg. Como el retardo relativo entre las
dos componentes de senal es de 10 pseg los dos caminos de senal no pueden resolverse en tiempo. En
consecuencia, el canal aparece como un tnico camino con coeficiente ¢(¢) que incluye el camino directo y
el secundario. Como el camino secundario resulta de la dispersiéon de senal a través de un gran niumero
de dispersores es posible caracterizar ¢(f) como un proceso estocdtico Gaussiano complejo con valor medio

16/ asociado al camino directo.

En los modelos de canal de estos ejemplos los coeficientes en el modelo de linea de retardos fueron
caracterizados por un proceso estocastico Gaussiano complejo. Es posible expresar cada coeficiente como

e(t) = e () + jei(t)

donde ¢, (t) y ¢;i(t) representan procesos estocdsticos Gaussianos reales. Se asume que ¢,(¢) y ¢(t) son
estacionarios y estadisticamente independientes. Esta suposicion se mantiene en general para el modelo de
linea de retardos de canales fisicos.

Es posible también expresar ¢(t) = v(t)e/?() donde v(t) = /c2(t)+ (t) y ¢(t) = tan=Le; (1) /e, (1).
En esta representacién, si ¢.(t) y ¢;(t) son Gaussianos de media cero, la amplitud v(¢) estd caracterizada
estadisticamente por una funcién densidad de probabilidad Rayleigh y ¢(t) estara uniformemente distribuida
en el intervalo [0,27). De esta forma el canal se denomina canal con desvanecimiento Rayleigh. Por otro
lado, si ¢,(t) y ¢;(t) son Gaussianas con media no nula, como en el enlace de comunicaciones entre aviones,
la amplitud v(t) estard caracterizada por una densidad de probabilidad Rice y la fase ¢(¢) tampoco tendra
media cero. En este caso el canal se denomina canal con desvanecimiento Rice.

Ademas de la dispersién (en tiempo) multicamino T, y la dispersién (en frecuencia) Doppler By, existen
otros dos parametros titiles para caracterizar canales con multicamino y desvanecimiento. Un parametro es
el inverso de la dispersién Doppler. Esta cantidad es una medida del intervalo de tiempo sobre el cual las
caracteristicas del canal cambiaran muy poco. Este pardmetro se denomina el tiempo de coherencia y se
define como

1
Tie =
2By

El otro parametro 1til es el inverso de la dispersion multicamino, que tiene unidades de frecuencia. Esta
cantidad es una medida del ancho de banda sobre el cual las caracteristicas del canal v(t) y ¢(t) estaran
altamente correlacionadas. En otras palabras, todas las componentes de frecuencia de una senal dentro de
este ancho de banda se desvaneceran simultaneamente. Este parametro se denomina ancho de banda de
coherencia y estd definido por
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Canal T seg. By Hz.
Propagacién ionosférica de onda corta (HF) 1073 -10=2 10-!1-1
Dispersién ionosférica (VHF) 104 10
Dispersién troposférica (SHF) 10-° 10
Luna llena 10~2 10

Tabla 7.3: Dispersién multicamino y dispersion Doppler para varios canales multicamino variantes en el
tiempo.

Ejemplo 4. Considerar el enlace de comunicaciones del segundo ejemplo. Determinar el ancho de banda
de coherencia de ese canal.

La dispersién multicamino para este canal es T}, = 10 useg. Entonces, el ancho de banda de coherencia es
de 50 kHz. Dentro de este ancho de banda todas las componentes de frecuencia de la senal estaran afectadas
en forma similar por el canal. Por ejemplo, todas los componentes de frecuencia de una senal que caen dentro
del ancho de banda de coherencia se desvaneceran simultaneamente.

El primero, segundo y ultimo ejemplos proveen alguna indicacién del rol que juega el ancho de banda
de la senal en relacién con las caracteristicas del modelo del canal. Por ejemplo, si la senal transmitida
tiene un ancho de banda W que es mayor que el ancho de banda de coherencia B,. del canal, como en el
caso del primer y segundo ejemplos, las componentes multicamino son resolubles, y como las componentes
de frecuencia de la senal transmitida estan separadas mas que B,., las mismas seran afectadas por el canal
de forma diferente. En tal caso, se dice que el canal es selectivo en frecuencta. Por otro lado, si el ancho
de banda de la senal W es menor que B,. como en el caso del tercer ejemplo, todas las componentes de
frecuencia de la senal estaran afectadas en forma similar por el canal en cualquier instante de tiempo. En
tal caso se dice que el canal es no selectivo en frecuencia.

A continuacién se describe como pueden usarse esos parametros del canal para el diseno de métodos de
modulacién para la transmision de informacién. La tabla 7.3 muestra los valores de esos parametros para
diferentes senales multicamino.

7.6.2 Senales para canales con desvanecimiento y multicamino (*)

Existen diferentes aproximaciones al diseno de senales para transmitir informacion digital a través de canales
con desvanecimiento y multicamino. A pesar que en principio cualquier método de modulacién (PAM, QAM,
PM, FSK y CPM) es aplicable, el desvanecimiento de sefal origina generalmente grandes fluctuaciones en
la amplitud de la senal recibida y en consecuencia es extremadamente dificil discriminar entre niveles de
amplitud diferentes en la senal recibida. Por esta razdén se evita generalmente PAM y QAM en este tipo de
canales. Esta discusién se enfocara la atencién en PSK y FSK.

Como se indicé en la seccién previa, el ancho de banda de canal disponible juega un papel importante
en el diseno de la modulacién. Si el ancho de banda asignado al usuario excede el ancho de banda de
coherencia By, del canal se tienen basicamente dos opciones. Una opcion es transmitir la informacion sobre
una unica portadora sinusoidal, usando una senal que ocupe el ancho de banda completo del canal. En este
caso las componentes de senal multicamino son resolubles dentro de una resolucién en tiempo de 1/W. De
esta forma, los caminos de propagacion de senal que difieren en tiempo de llegada al receptor mayor o igual
1/W serén distingibles como componentes de senal separadas. El nimero de componentes de senial diferentes
depende de las caracteristicas del canal. Por ejemplo, en el caso del enlace de comunicaciones entre aviones es
posible esperar el camino directo y el camino de reflexion terrestre. En la transmisién mediante propagacion
ionosférica en la banda de frecuencias de HF, el nimero de componentes de senal recibidas dependera del
nimero de capas reflectoras en la atmdsfera y de la posibilidad de caminos llegando por saltos (rebotes)
multiples.

Observar que cuando W > B,., la senal recibida puede sufrir interferencia intersimbolo a menos que la
velocidad de transmisién de simbolos se elija significativamente menor que la dispersion multicamino 7, .
Recordar que la velocidad de transmisién de simbolos 1/T satisface la condicién 1/T < 2W. Por ejemplo, si
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se escoge 1/T = W, entonces como T,,, > 1/W se concluye que T, > T. En este caso, el receptor encuentra
ISI y debe utilizar algin tipo de ecualizaciéon, como discutido en el Capitulo anterior. Por otro lado, si
la velocidad de transmision de simbolos se escoge muy pequena, o sea T >> T,,, entonces la ISI se vuelve
insignificante y no se requiere ecualizacién. Ese tipo de diseno se realiza usualmente para senales de espectro
disperso, que se discutira en el Capitulo 9.

Ejemplo. Suponer la utilizaciéon de un canal HF con un ancho de banda nominal de 3200 Hz para la
transmisién de informacién digital a una velocidad de a) 4800 bits/seg o b) 20 bits/seg. La dispersién
multicamino del canal es T,,, = 5 mseg. Especificar un método de modulacién para lograr tales velocidades
e indicar cuando es necesario un ecualizador en el receptor para combatir la interferencia intersimbolo.

Para el sistema de 4800 bits/seg es posible escoger una velocidad de 2400 simbolos/seg y modulacién
de cuatro fases (PSK o DPSK). Una velocidad de 2400 puede asignarse a un canal de 3200 Hz. de ancho
de banda, existiendo un exceso de ancho de banda de 800 Hz. Puede utilizarse un filtro de transmisiéon de
coseno elevado para obtener la forma de senal deseada. La velocidad de 1/7 = 2400 implica que la senal
recibida tendra IST (T, > T), lo cual indica la necesidad de utilizar un ecualizador para reducir sus efectos
sobre el desempeno.

Para el sistema de 20 bits/seg es posible utilizar nuevamente la modulacién de cuatro fases (PSK o
DPSK). De esta forma, la velocidad de transmisién de simbolos serd de 10 simbolos/seg y entonces T' = 100
mseg. Como T > T,,, el efecto de la dispersién multicamino es despeciable y no sera necesaria ecualizacién
en el receptor. Para utilizar el ancho de banda completo del canal es posible utilizar una senal de espectro
disperso como se discutira en el Capitulo 9.

La segunda opcién cuando el ancho de banda de canal disponible excede el ancho de banda de coherencia
W > By, es utilizar transmisién multiportadora. En este método el ancho de banda de canal disponible se
subdivide en N subcanales tal que el ancho de banda de cada uno sea mucho menor que B,.. El objetivo
primario de esta subdivisién del ancho de banda del canal es transmitir informacién en cada subcanal a una
velocidad T, > T,,. Con N subcanales la velocidad de transmisién de simbolos total serd N/Ts..

Ejemplo. Considerar un canal HF con un ancho de banda nominal de 3200 Hz y una dispersién multicamino
de T, = 1 mseg. Disenar un modulador multiportadora que lograr una velocidad de transmisién de 4800
bits/seg.

Es posible seleccionar el numero N de subportadoras tan grande como se quiera para lograr la condiciéon
deseada Ty, > Tp,. Sin embargo, la complejidad del demodulador aumenta (linealmente) con N y el retardo
de demodulacién para brindar la informacién al usuario también aumentard (linealmente) con N. Por
ello, es deseable mantener N tan pequeno como sea posible. Suponiendo la eleccién de N de forma que
T;. = 100 mseg. Entonces cada subcanal puede ser tan estrecho como W,, = 1/T;, = 10 Hz. Notar que
Wse € Bge = 500 Hz como deseado. Si se utiliza modulacién de cuatro fases (PSK o DPSK) para cada
subcanal se puede lograr una velocidad de transmisién de 20 bits/seg por subcanal. Con N = 240 subcanales
se logra la velocidad deseada de 4800 bits/seg.

De las dos opciones descriptas, el sistema de subportadoras miltiples no requiere ecualizacién y puede
ser preferible desde el punto de vista de la reduccién de la complejidad del receptor, especialmente cuando
la dispersion multicamino del canal es grande, requiriendo la utilizacién de un ecualizador muy largo en
el receptor. Por otro lado, si la dispersion multicamino del canal es relativamente pequena y la ISI esta
confinada a pocos simbolos (2 o 3 por ejemplo), la complejidad del ecualizador también serd pequena. En
tal caso, el método de diseno por multiportadora puede que no sea atractivo.

En la discusién anterior se supuso que el ancho de banda disponible de canal excedia el ancho de banda
de coherencia Bg. del canal. Por otro lado, si el ancho de banda del canal es mucho menor que By, la
alternativa de multiportadoras no tiene el menor interés. Puede disenarse un sistema de portadora unica
que utilice el ancho de banda completo, con una velocidad de transmisién de simbolos de W < 1/T < 2W.
En este caso T > T,,, tal que el efecto de la ISI sobre el desempeno del sistema sera despreciable.

A continuacién se evaluara el desempeno del demodulador y detector para las modulaciones PSK, DPSK
y FSK en un canal Rayleigh bajo la condiciéon que la ISI sea despreciable.
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7.6.3 Desempeno en canales con desvanecimiento Rayleigh (*)

En esta seccién se determinara la probabilidad de error en un receptor de un sistema de comunicaciones
digital binario que transmite informacién a través de un canal con desvanecimiento Rayleigh. El ancho de
banda de la senal W se supone mucho menor que el ancho de banda de coherencia B,. del canal, como en
el tercer ejemplo de la seccién anterior. Como las componentes de multicamino no son resolubles; el canal
no es selectivo en frecuencia y, por ello, la respuesta impulsiva del canal se representa como

h(7;t) = a(t)8(r — 10(t))
donde «(t) tiene densidad de probabilidad Rayleigh en cualquier instante de tiempo.
Se supone que las variaciones en el tiempo de «(t) y 7o(t) son muy lentas comparadas con el intervalo

de simbolo, de forma que dentro del intervalo de tiempo 0 < ¢ < 7T, la respuesta impulsiva del canal es
constante, o sea

h(T;t) = h(r) = ab(T — 1)

donde la amplitud tiene densidad de probabilidad Rayleigh, o sea

sy | B >
0, para todo otro «

o= E(a?)/2
y o o .

Suponiendo ahora la utilizacién de senales binarias antipodales para la modulacion PSK, las dos senales
posibles seran

Um (1) =1/ % cos(2mwft + mmw) +n(t), m=0,1

La senal recibida en el intervalo 0 <t < T sera

r(t) = ayf % cos(2mfet + mw + @) + n(t)

donde ¢ es el desplazamiento de fase de la portadora. Suponiendo que ¢ es conocida en el receptor, debe
correlacionarse con

P(t) = @cos(?ﬂ'fct +¢), 0<t<T

Tal que la entrada al detector en los instantes de muestreo sera

r=ay/&cosmr+n, m=01

Para un valor de « fijo, la probabilidad de error tendra la forma familiar

2028,
Ny

Pz(Oz) = Q

Es posible interpretar Pa(«) como una probabilidad de error condicional para un valor dado de atenuacién
del canal «. Para determinar la probabilidad de error promedio para todos los valores posibles de « se
calcula la integral
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Py, = /000 Py(a)p(a)de (7.71)

donde p(«) es la densidad de probabilidad Rayleigh. Esta integral tiene una expresién simple en forma
cerrada dada por

1 —
Py=|1— /L=
2 1+7
donde, por definicion
— gb 2
=—F 7.72
p= L) (172

tal que, p es la SNR/bit promedio y E(a?) = 20,.
Si las senales binarias son ortogonales, como en el caso de FSK ortogonal, las dos senales transmitidas
posibles seran

v la senal recibida sera

r(t) = a@cos [271' (fc + %t + (/))] + n(t)

En este caso, la senal recibida se correlaciona con las senales

@cos[?ﬂ'fct + 9]

\@COS[QT(fc +(1/2T)t + ¢]

P1()

210

Si m = 0, por ejemplo, las salidas de los dos correladores seran

Ty = Oé\/g_b-l-nl

9 = N9

donde ni y ns son las componentes de ruido aditivo a la salida de los dos correladores. De esta forma, la
probabilidad de error es simplemente la probabilidad que r; > r;. Como las senales son ortogonales, la
probabilidad de error para un valor fijo de « tiene la forma familiar

a?g&,
Ny

Pz(Oz) = Q

Como en el caso de senales antipodales, la probabilidad de error para todos los valores de « se determina
calculando la integral de (7.71). De esta forma se obtiene

. _
o Ry
2 247p
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Figura 7.59: Desempeno de la senalizacién binaria en un canal con desvanecimiento Rayleigh.

donde 7, es la SNR/bit promedio como definida en (7.72).

La figura 7.59 ilustra la probabilidad de error promedio para senales binarias antipodales y ortogonales.
El aspecto sorprendente de esos graficos es el lento decaimiento de la probabilidad de error en funcién de la
SNR. En realidad, para grandes valores de p, la probabilidad de error para senales binarias es

X

Ps —, senales antipodales

4py

R

P, =~ —, senales ortogonales
Py
de forma que la probabilidad de error en ambos casos disminuye solo inversamente con la SNR. Esto contrasta
con la disminucién exponencial en el caso de un canal AWGN. Es posible notar también que la diferencia en
SNR entre sefiales antipodales (PSK binaria) y senales ortogonales (FSK binaria) es de 3 dB.
Otros dos tipos de demodulacion de senales son DPSK y FSK no coherente. La probabilidad de error
promedio en estos casos es

1
P, ~ ————  DPSK
2(1+7)
1
P, =~ —— FSK no coherente
247

Mejora de desempeno a través de una senal de diversidad

El problema basico de las comunicaciones digitales a través de un canal con desvanecimiento es que un gran
nimero de errores ocurren cuando la atenuacién del canal es grande, o sea, cuando el canal esta en un
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desvanecimiento profundo. Si es posible proveer al receptor de dos o mas réplicas de la misma informacién
de senal transmitida a través de canales con desvanecimiento independientes, la probabilidad que todas las
componentes de senal se desvanezcan simultaneamente se reduce considerablemente. Si p es la probabilidad
que cualquier sefial se desvanezca en algiin valor critico, entonces p” es la probabilidad que D réplicas con
desvanecimiento independiente de la misma senal se desvanezcan debajo del valor critico. Existen varias
formas de proveer al receptor con D réplicas con desvanecimiento independiente de la misma senal que
transporta informacién.

Un método para lograr D versiones con desvanecimiento independiente de la misma senal que transporta
informacién es transmitir sobre D frecuencias portadoras, donde la separacién entre portadoras sucesivas es
igual o mayor que el ancho de banda de coherencia B,. del canal. Este método se denomina diversidad en
frecuencia.

Un segundo método para lograr D versiones con desvanecimiento independiente de la misma senal que
transporta informacién es transmitir la misma informacién en D diferentes bloques de tiempo, donde la
separacion entre bloques sucesivos es igual o mayor que el tiempo de coherencia del canal Tj.. Este método
se denomina diversidad en tiempo.

Otro método comunmente utilizado para lograr diversidad es mediante la utilizacién de antenas de recep-
ci6n miultiples, pero solo una antena transmisora. Las antenas receptoras deben estar espaciadas lo suficiente
tal que las componentes multicamino en la senal tengan caminos de propagacién suficientemente diferentes.
Usualmente se requiere una separacion de 10 o mas longitudes de onda entre dos antenas receptoras para
obtener senales que desvanezcan independientemente.

Existen otras técnicas de diversidad en transmision y recepcién que han sido investigadas en la practica,
tal como diversidad de angulo de llegada y diversidad de polarizacién. Sin embargo, esos métodos no son
tan ampliamente utilizados como los discutidos anteriomente.

Como la informacion se transmite al receptor mediante D canales con desvanecimiento independiente,
existen varias formas en que el receptor puede extraer la informacion transmitida de la senal recibida. El
método mas simple es que el receptor monitoree el nivel de potencia recibida en las D senales recibidas y
seleccione para demodulacién aquellas de mayor nivel. En general, esta solucién resulta en la conmutacién
frecuente de una senal a otra. Una leve modificacion que conduce a una implementacién mas simple es
utilizar una senal para demodulacién y deteccion siempre que el nivel de potencia recibido supere un umbral
preestablecido. Cuando la senal cae debajo del umbral se conmuta al canal que tiene el mayor nivel de
potencia. Este método de combinacién de senal y deteccién se denomina combinacién de seleccion.

Existen varios métodos mads sofisticados para combinar las senales con desvanecimiento independiente.
Uno que es apropiado para demodulacion coherente y deteccién requiere que el detector estime y corrija
los diferentes desplazamiento de fase de cada una de las D senales después de la demodulacién. Luego, las
senales de fase corregida a la salida de los D demoduladores se suman y se conducen al detector. Este tipo de
combinacién de senales se denomina combinacion de igual ganancia. Si, ademas, se estima el nivel de potencia
de cada una de las D senales recibidas y las salidas de los demoduladores de fase corregida se ponderan en
proporcién al nivel de potencia correspondiente y luego se conducen al detector, el combinador se denomina
combinador de relacién mdzima. Por otro lado, si se utiliza senales ortogonales para transmitir informacién
a través de los D canales con desvanecimiento independiente, el receptor puede emplear demodulacién no
coherente. En ese caso las salidas de los D demoduladores pueden elevarse al cuadrado, sumarse y luego
conducirse al detector. Este combinador se denomina combinador de ley cuadrdtica.

Todos esos tipos de métodos de combinacién conducen a caracteristicas de desempeno que resultan en
una probabilidad de error que se comporta como Kp /ﬁ{? donde Kp es una constante que depende de Dy
7, es la SNR promedio. De esta forma, se logra una disminucién exponencial de la probabilidad de error. La
probabilidad de error para senales antipodales con combinacién de relacién maxima tiene la forma siguiente

Kp
P —, pp>1
(4Pb)D ’
donde Kp se define como
i (2D — 1)!
Kp=—-——"/-
0= DD - 1)

Para senales ortogonales con combinacidn de ley cuadratica, la probabilidad de error tiene la siguiente forma
asintética
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K
2 >
P

P2 ~
asintotica

Finalmente, para DPSK con combinacién de igual ganancia, la probabilidad de error tiene la siguiente forma

Kp
P2 ~ — s ﬁ > 1
(2Pb)D ’
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Figura 7.60: Desempeno de senalizacién binaria con diversidad.

Esas probabilidades de error se grafican en la figura 7.60 para D = 1,2,4. Es evidente que se ha logrado
una gran reduccién en SNR/bit al tener D = 2 (diversidad dual) comparando con no diversidad. Una mayor
reduccién en SNR se logra incrementando el orden de diversidad a D = 4, aunque la ganancia adicional de
D = 2 para D = 4 es menor que la de ir de D = 1 para D = 2. Mas alld de D = 4, la reduccién adicional
en SNR no es significativa. Por ello es necesario cuestionar las ventajas de desempeno al incrementar la
diversidad mas alla de D = 4 cuando el costo del incremento es utilizar un ancho de banda de canal
adicional.

En conclusién se demostro que el uso eficiente de la potencia transmitida en un canal Rayleigh puede
lograrse mediante alguna forma de diversidad para proveer al receptor con varias senales con desvanecimien-
to independiente todas transportando la misma informacién. Los tipos de diversidad discutidos (tiempo,
frecuencia, etc.) constituyen una forma de codificacién de canal usualmente denominada codificacidn por
repeticion. En el Capitulo siguiente se describiran técnicas de codificacién de canal que son considerable-

mente mas eficiente en términos de ancho de banda que la codificacion de repeticién y son generalmente mas
atractivas para comunicaciones digitales a través de un canal Rayleigh.



