Capitulo 8

T écnicas de codificacion de canal

e Modelado de canales de comunicaciones

Teorema de codificacion del canal

Codificacién para comunicaciones confiables
e Codificacién lineal en bloques

Codificacion convolucional

Codificacién para canales con restricciones en frecuencia

e Aplicaciones practicas de codificacién

El propdsito de cualquier sistema de comunicaciones es transmitir informacién desde una fuente a un
destino mediante un canal de comunicaciones. Un ingeniero de comunicaciones usualmente tiene muy poco
control sobre estos tres componentes. Su rol es disenar transmisores y receptores que envian la salida de la
fuente sobre el canal al destino con alta fidelidad (baja distorsién, que puede ponderarse mediente proba-
bilidad de error u otra medida de distorsién, como discutido en el Capitulo 4). El modelo matematico para
fuentes de informacién junto con una medida cuantitativa de informacién fueron discutidos en el Capitulo
4. En este capitulo se estudiara la otra componente importante de un sistema de comunicaciones, o sea, el
canal de comunicaciones. Se introducird también el concepto de codificacién para la proteccién de mensajes
contra errores en el canal.
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8.1 Modelado de canales de comunicaciones

Como discutido en el Capitulo 3, un canal de comunicaciones es cualquier medio sobre el cual puede trans-
mitirse informacién o en el cual la informacién puede almacenarse. Los ejemplos de canales descriptos en
ese Capitulo incluyen el cable coaxil, propagacién ionosférica, espacio libre, fibra éptica, discos magnéticos
y Opticos. Lo comin en todos ellos es que aceptan senales como entrada y proveen senales como salida
en un instante posterior (en el caso de almacenamiento) o en otro lugar (en el caso de transmisién). En
consecuencia cada canal de comunicaciones esta caracterizado por una relacién entre su entrada y su salida.

Existen diferentes factores que hacen que la salida de un sistema de comunicaciones sea diferente de la
entrada. Entre esos factores estan la atenuacién, las no linealidades, las limitaciones de ancho de banda, la
propagacion multicamino y el ruido. Todos esos factores contribuyen a una relacién entrada-salida usual-
mente compleja en un canal de comunicaciones. Debido a la presencia de desvanecimiento y ruido, la relacion
entrada-salida en un canal de comunicaciones es generalmente una relacién estocastica.

Los canales encontrados en la practica aceptan generalmente una senal como entrada (continua en el
tiempo) y producen una senal a la salida. Dado que el ancho de banda de cualquier canal practico estd
limitado, mediante el uso del teorema del muestreo este tipo de canales es equivalente a un canal discreto en
el tiempo. En un canal discreto, tanto la entrada como la salida son senales discretas. En una clasificacion
general existen en nuestro caso tres tipos de canales de interés: de entrada discreta - salida discreta, de
entrada discreta - salida continua, de entrada continua - salida continua.

X y
Alfabeto de entrada Alfabeto de salida

Py x)

Figura 8.1: Un canal discreto.

En un canal especifico, si los valores que pueden tomar la entrada y la salida son finitos, el canal se
denomina canal discreto. Un ejemplo de un canal discreto es un canal de entrada binaria - salida binaria. En
general un canal discreto se define por el alfabeto de entrada A, el alfabeto de salida ), las probabilidades
de ocurrencia asociadas p(®) y p(y), ¥y p(yl®), y la probabilidad condicional de la secuencia de salida y
dada una secuencia de entrada . Una representacién esquematica de un canal discreto se muestra en la
figura 8.1. En general, la salida y; depende no solo de la entrada en el mismo instante x; sino también de
las entradas previas (en canales con ISI, ver el Capitulo 6), o atin de entradas previas y futuras (en canales
de almacenamiento). De esta forma, un canal puede tener memoria. Sin embargo, si un canal discreto no
tiene memoria se denomina canal discreto sin memoria y para tal canal, para cualquier y € YY" y ® € A",
se tiene que

n

plyle) = [ puile:)

i=1

Todos los canales que se discutirda aqui son sin memoria. Un caso especial de un canal discreto sin
memoria es el canal binario simétrico (BSC) ilustrado en la figura 8.2. En un canal binario simétrico,
¢ = p(0]1) = p(1]0) se denomina la probabilidad de cruzamiento.

Ejemplo: Es posible suponer un canal AWGN con senalizacién binaria antipodal. Como ya se discutié
en el Capitulo 5, la probabilidad de error para ese tipo de canal, que un 1 sea detectado en lugar de un 0
transmitido o visceversa, esta dada por
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0 pPoloy=1-¢ 0

—

1 palnp=1-¢

Figura 8.2: El canal binario simétrico.

¢ = p(110) = p(0]1) = @ [\/%]

donde Ny es la densidad espectral de potencia del ruido y & es la energia de cada una de las senales
antipodales representando un 0 o un 1. Este canal discreto es un ejemplo de un canal binario discreto.

Ejemplo: (entrada discreta - salida continua) Cualquiera de las constelaciones del Capitulo anterior definen
una entrada discreta que asociada a un canal AWGN (con varianza acotada), define a su vez salidas continuas.

El canal de alfabeto continuo mds importante (entrada continua - salida continua) es el canal AWGN
con una restriccion en la potencia de la entrada. En este canal tanto A como )Y son conjuntos de nimeros
reales, cuya relacién entrada salida esta por

Y=X+7

donde Z es el ruido de canal, supuesto Gaussiano, con media cero y varianza igual a Py. Se supone ademas
que la entrada a este canal satisface una limitacién de potencia de forma que, para n grande, los bloques de
entrada de longitud n satisfacen

%gﬁgP

X Y=X+2
=R \J g

., .1 &
Restnccmn de potencm —Z x-z SP
n = i
i=

Figura 8.3: Canal de ruido aditivo blanco Gaussiano con restriccién de potencia.

donde P es un valor fijo que limita la potencia. Este modelo de canal se ilustra en la figura 8.3.

8.2 Teorema de codificacion del canal

Se vid en el Capitulo 4 que H(X) define un limite fundamental sobre la velocidad a la cual puede codificarse
una fuente discreta sin errores en su reconstruccién, y R(D) define una velocidad fundamental para la
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reproduccién de la fuente con distorsién menor o igual a D. Un limite fundamental similar existe también
para la transmisiéon de informacién sobre canales de comunicaciones.

Obviamente, el principal objetivo cuando se transmite informacion sobre cualquier canal de comunica-
ciones es la confiabilidad, la cual es una medida de la probabilidad de recepcién correcta en el receptor.
Debido a la presencia de ruido, a primera vista parece que la probabilidad de error sera siempre mayor que
cero (algin nimero positivo pequefio). Sin embargo, un resultado fundamental de la teoria de informacidn es
que una transmisién confiable (o sea, aquella con probabilidad de error por debajo de un valor especificado)
es posible aun sobre canales ruidosos siempre que la velocidad de transmisién sea menor que cierto nimero
denominado la capacidad del canal. FEste resultado notable, demostrado por Shannon (1948), se conoce
como el teorema de codificacion de canal ruidoso. Lo que dice el teorema de codificacién de canal es que la
limitacion bdsica que introduce el ruido en un canal de comunicaciones no es sobre la confiabilidad de las
comunicaciones sino sobre la velocidad de la misma.
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Figura 8.4: Fjemplo de un canal discreto.

La figura 8.4 muestra un canal discreto sin memoria con cuatro entradas y salidas. Si el receptor recibe a,
no puede reconocer si a o d fueron transmitidos; si recibe b, no puede discriminar si @ o d fueron transmitidos,
etc; En consecuencia, siempre existe una probabilidad de error. Pero si el transmisor y el receptor concuerdan
en que el transmisor use solo las letras a y ¢, entonces no existira ambigiedad.

En este caso, si el receptor recibe a o b, ya sabe que fue transmitido a; y si recibe ¢ o d, ya sabe que fue
tranmisitdo ¢. Esto significa que los dos simbolos a y ¢ pueden transmitirse por el canal sin error, o sea,
es posible evitar los errores utilizando solo un subconjunto de las posibles entradas al canal. Logicamente,
utilizar un subconjunto menor de las entradas posibles reduce el nimero de entradas posibles, pero este es un
precio que se paga por una comunicacién confiable. Esta es la esencia del teorema de codificacién de canal
ruidoso, o sea, utilizar solo aquellas entradas que correspondan a salidas posibles disjuntas. Las entradas
elegidas deberian estar en algin sentido lejos tal que de sus imdgenes a la salida del canal no se solapen (o
tengan un solapamiento despreciable).

x"={0,1}" 7"={0.1}"

PO %) = 1 p0oi 1 x)

X: Secuencia binaria de longitud n.
y: Secuencia binaria de longitud n.

Figura 8.5: n-ésima extensién de un canal binario simétrico.
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Volviendo al canal binario simétrico y tratando de aplicar la misma idea, es posible observar que no
existe forma de no solapar salidas. En realidad, esta es la situacién en muchos canales. Para usar los
resultados de la argumentacién anterior al canal binario simétrico es necesario aplicarla no al canal mismo
sino a la extension del canal. La n-ésima extensién de un canal con alfabetos de entrada X y salida )V y
probabilidad condicional es p(x|y), es un canal con alfabetos de entrada X" y salida Y™ y probabilidad
condicional p(x|y) = [[i_, p(z;ly;). La n-ésima extensién de un canal binario simétrico toma bloques
binarios de longitud n de entrada y salida. Este canal se ilustra en la figura 8.5. Por la ley de los grandes
nimeros (ver Capitulo 2), para n suficientemente grande, si se transmite una secuencia binaria de longitud
n sobre el canal, la salida no concordarad con la entrada con alta probabilidad en ne posiciones. El nimero
de secuencias posibles que no concuerdan con una secuencia de longitud n en ne posiciones estd dada por
las combinaciones de n, tomadas de a ne, o sea

()= =iy

tal que, usando la aproximacién n! = n”e~"+/27n, conduce a

( n )gQﬂHb(E)
ne

donde Hy(e) = —cloge — (1 — €)log(1l — €) es la funcién entropia binaria, como definida en el Capitulo 4.
Esto significa que para cualquier bloque de entrada existen rigurosamente 277+(¢) galidas correspondientes
altamente probables. Por otro lado, el niimero total de secuencias de salida altamente probables es 27H(Y),
El nimero méaximo de secuencias de entrada que produce secuencias de salida casi sin solapamiento es
entonces casi igual a

nH(Y
_ 2 - m o)
2ng(e)

v la velocidad de transmisién por cada uso del canal sera

_logM
=—=

R

H(Y) = Hy(e)

X"={0, 1)" =101}
Numero de elementos = 2"75(€)
(con alta probabilidad)

Numero total de elementos

altamente probables = Pty

Figura 8.6: Representacion esquematica de un canal binario simétrico.

La figura 8.6 muestra una representacion esquematica de este caso.

En esa relacién, R = H(Y) — Hy(¢) depende del canal y no es posible controlarla. Sin embargo, la
distribucién de probabilidad de la variable aleatéria Y depende de la distribucién de la entrada p(z) y de las
propiedades del canal caracterizadas por €. Para maximizar la velocidad de transmisién sobre el canal, es
necesario elegir p(z) para maximizar H(Y'). Si X se elige como una variable uniformemente distribuida, ¥
resultard del mismo tipo y de esta forma H(Y") serd maximizada. El valor maximo de H(Y) es 1, de forma
que se obtiene
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Figura 8.7: Capacidad de un canal binario simétrico.

Es posible demostrar que esta velocidad de transmisién es la maxima en la cual puede lograrse una trans-
mision confiable en un canal binario simétrico. Por transmisidon confiable se entiende que la probabilidad
de error puede hacerse tender a cero cuando la longitud del bloque n tiende a infinito. Un grafico de la
capacidad del canal en este caso se muestra en la figura 8.7. Es interesante notar que para los casos e =0y
€ = 1 resulta que C' = 1. Esto significa que un canal que siempre cambia la entrada es tan bueno como un
canal sin errores. El peor caso, por supuesto, ocurre cuando el canal cambia la entrada con € = 0.5.

La velocidad méxima a la cual es posible comunicarse sobre un canal discreto sin memoria, manteniendo
una probabilidad de error tan baja como deseado con una longitud de bloque creciente, se denomina capacidad
del canal, C'. El teorema de codificacién de canal ruidoso determina la capacidad de un canal discreto sin
memoria en general.

Teorema. Codificacién de canal ruidoso. La capacidad de un canal discreto sin memoria
estd dada por

C=maxI(X;Y)

p(z)

donde I(X;Y) es la informacién mutua entre la entrada al canal X y la salida Y, definida
previamente en el Capitulo 4. Si la velocidad de transmisién R es menor que C', entonces para
cualquier € > 0 existe un cédigo de longitud n (para n suficientemente grande) cuya probabilidad
de error es menor que €. Si R > (', la probabilidad de error de cualquier cédigo con cualquier
longitud de bloque no puede hacerse arbitrariamente pequena.

Este teorema es uno de los limites esenciales de teoria de informacién e introduce un limite fundamental
sobre la posibilidad de comunicaciones confiables sobre un canal con ruido. De acuerdo a este teorema,
independientemente de las otras propiedades, cualquier canal de comunicaciones estd caracterizado por un
nimero, denominado capacidad, que determina cuanta informacién puede transmitirse sobre él. De esta
forma, para comparar dos canales, desde el punto de vista de transmision de la informacién, es suficiente
comparar sus capacidades.

Ejemplo: Se determinara la capacidad del canal ilustrado en la figura 8.8.
Es necesario hallar la distribucién que maximiza I(X;Y’). Se tiene que
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Figura 8.8: Canal discreto sin memoria.

I(X;Y)=H(Y) - H(Y|X)

pero

HY|X) = p(X =HY|X =a)+p(X = )HY[X =b) +p(X = )H(Y[X = ¢)

De la relacién entrada - salida del canal puede obtenerse que en caso que X = a, X = b 6 X = ¢, entonces
Y es una variable aleatdria ternaria con probabilidades 0.25, 0.25 y 0.5. En consecuencia

HYX=a)=HY|X=b=HY|X=¢)=15

entonces H(Y|X) = 1.5, de donde I(X;Y) = H(Y) — 1.5. Para maximizar I(X;Y") basta maximizar H(Y),
lo cual se consigue cuando Y es una variable aleatéria equiprobable. No estid claro si existe una variable
aleatéria que resulte en una distribucién uniforme a la salida. Sin embargo, en este caso especial una
distribucién uniforme de entrada resulta en una distribucién uniforme de salida (ver Apéndice del Capitulo
4) y para esta distribucién

H(Y)=log3 = 1585

Esto significa que la capacidad del canal esta dada por

C' = 1.585 — 1.5 = 0.085 bits/uso del canal

8.2.1 Capacidad de un canal Gaussiano

Un canal Gaussiano discreto con restriccién en la potencia de entrada estd caracterizado por la relacién
entrada - salida dada por

Y=X+7

donde Z es una variable aleatéria con varianza Py, y para n suficientemente grande, la restricciéon de potencia
de entrada tiene la forma

1 n
g;xng

lo cual se aplica para cualquier secuencia de longitud n. Teniendo en cuenta bloques de longitud n de la
entrada, la salida y el ruido, se tiene que
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y=x+=z

Para n grande, y por la ley de los grandes numeros se tiene que

1 < 1 &

2 2
—E Zi_—_E lyi — x;|” < Pn
ni:l ni:l

ly — x|* < nPy

Esto significa que con probabilidad tendiendo a uno (cuando n aumenta), y estard localizada en una esfera
n-dimensional de radio v/nPy y centrada en ®. Por otro lado, debido a la restricciéon de potencia de la
entrada y la independencia de la entrada y el ruido, la potencia de salida es la suma de la potencia de la
entrada y el ruido, o sea

1 n
=y < P+Py
n

i=1

lyl> < n(P + Py)

Hiperesfera
n-dimesional

de radio = VnPy H(i;l[.)eres.ferz;ll
n-dimesion

de radio = Vn(P + Py)

Figura 8.9: Las secuencias de salida de un canal Gaussiano con restricciéon de potencia.

Esto implica que las secuencias de salida (nuevamente, en forma asintética y con alta probabilidad) estaran
dentro de una esfera n-dimensional de radio /n(P + Py) y centrada en el origen. La figura 8.9 ilustra
las secuencias en el espacio de salida. La pregunta ahora es: ;Cuantas secuencias @ pueden transmitirse
por este canal tal que las esferas correspondientes a esas secuencias no se solapen en el espacio de salida?
Logicamente si esta condicién es satisfecha las secuencias de salida pueden decodificarse en forma confiable.
Una pregunta equivalente es ;Cudntas esferas de radio v/nPy caben en una esfera de radio \/n(Px + P)?

La respuesta es basicamente la relacién de los volumenes de las dos esferas. Si el volimen de una esfera
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n-dimensional es V,, = K, R"”, donde R es el radio y K,, es independiente de R, es posible concluir que el
nimero de mensajes que pueden transmitirse en forma confiable sobre este canal es

po= Bnn(Py+ P)E_ (Py+PNE_ (P
Bn(nPN)E Py Py

En consecuencia, la capacidad de un canal discreto AWGN, con restriccion en la potencia de entrada P,
estara dada por

1 1n P 1 P
C=logM==-"log[1+ =) = —log (14 — 8.1
n 08 n20g<+PN) 20g<+PN) (8.1)

Si se hubiera partido de un canal AWGN continuo con densidad espectral Ny/2, restriccién de potencia
P y ancho de banda W, es posible muestrear a la velocidad de Nyquist y obtener un canal discreto. La
potencia por muestra serd P y la potencia de ruido por muestra sera

+W N
Py :/ TOdf: W No
-W

Sustituyendo este resultado en (8.1) se obtiene
C L 1 1+ r bits/uso del 1
=—-1lo —_— its/uso del cana
2 5T W

Si se multiplica este resultado por el nimero de transmisiones por segundo, 2W, obtenemos la capacidad del
canal en bits/seg, dada por

P
C=Wlog (1 + W—No) bits/seg

Esta es la conocida férmula de Shannon para la capacidad de un canal AWGN.

Ejemplo Es posible obtener la capacidad para un canal telefénico con ancho de banda W = 3000 kHz y
SNR de 30 dB. Esta SNR es equivalente a 1000. Entonces, usando la férmula de Shannon se obtiene

C' = 3000log(1 + 1000) == 30000 bits/seg

8.3 Cotas en comunicaciones

De la seccidn previa, la capacidad de un canal AWGN esta dada por

C = Wlog (1 + WNO)
De este resultado es posible concluir que los factores que determinan la capacidad del canal son el ancho de
banda W la densidad espectral de potencia de ruido Ny, y la potencia de la senal P. Existira un compromiso
entre Py W en el sentido que uno compensa al otro.

Incrementar la potencia de la senal de entrada obviamente incrementa la capacidad del canal, dado
que cuando se tiene disponible mas potencia, es posible elegir un mayor numero de niveles de entrada de
forma que estén mas apartados y en consecuencia sea posible mas bits de informacién por transmision. Sin
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embargo, el incremento en la capacidad con el aumento de la potencia es logaritmico y suave. Esto se debe
a que sl se transmite con cierto numero de niveles de entrada separados en A, para permitir cierto nivel
de inmunidad contra el ruido y deseamos incrementar el nimero de niveles, es necesario introducir nuevos
niveles con amplitudes mayores que la de los niveles existentes y esto requiere gran cantidad de potencia. A
pesar de esto, la capacidad del canal podria incrementarse a cualquier valor incrementando la potencia de
entrada.

El efecto del ancho de banda del canal, sin embargo, es totalmente diferente. Incrementar W tiene dos
efectos contrapuestos. Por un lado, sobre un canal de ancho de banda mayor es posible transmitir mas
muestras por segundo y de esta forma incrementar la velocidad de transmisién. Por otro lado, un ancho
de banda mayor significa mayor potencia de ruido en el receptor y esto degrada el desempeno. Esto puede
verse en los dos W que aparecen en la relacién que describe la capacidad del canal. Para ver el efecto
de incrementar el ancho de banda, es posible hacer tender el ancho de banda a infinito y usar la regla de
L’Hopital para obtener

P P
li =1 =1.44—
Wgrle 7 oge Vo

06}

0.4}
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WHP/NG)
Figura 8.10: Grafico de la capacidad del canal versus el ancho de banda.

Esto significa que, al contrario del caso de la potencia, incrementar el ancho de banda solamente no permite
incrementar la capacidad a cualquier valor. La figura 8.10 muestra C' en funcién de W.

En cualquier sistema de comunicaciones practico se tiene que R < C'. Si se emplea un canal AWGN se
tiene que

R< W1 1
< og( —I—WNO)

Dividiendo ambos lados por W y definiendo r = R/W, la velocidad de transmisién normalizada, se obtiene

<log (14 -1
T (e]
& W N,

Si & es la energia por bit, entonces & = P/R, tal que sustituyendo en la relacién previa se obtiene

r < log (1—1—7“;—1;)
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T=R/WA
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Figura 8.11: Eficiencia espectral versus SNR/bit en un sistema 6ptimo.

Esta relacién se grafica en la figura 8.11. La curva definida por r = log (1 + rﬁ,—Z) divide el plano en dos
regiones. En la regién por debajo de la curva es posible la comunicacién confiable; en la region superior
las comunicaciones confiables no son posibles. El desempeno de cualquier sistema de comunicaciones puede
describirse mediante un punto en este plano y cuanto mas cerca esté este punto a la curva, mas préoximo
serd el desempeno del sistema al éptimo. De esta curva es posible ver que

&
=L —1n2=0.693 (-1.592 dB)
Ny
es un minimo absoluto para las comunicaciones confiables. En otras palabras, para una comunicacién

confiable se debe cumplir

En la figura 8.11, cuando r <« 1, se tiene un caso donde el ancho de banda es grande y la principal
preocupaciéon deberia ser la limitacién de potencia. Este caso se denomina usualmente el caso de potencia
limitada. Los esquemas de senalizacién de alta dimensionalidad, tal como los ortogonales, biortogonales y
simplex se utilizan frecuentemente en esos casos. El caso donde r > 1 sucede cuando el ancho de banda
del canal es pequeno, y en consecuencia se denomina el caso de ancho de banda limitado. Los esquemas de
senalizacién de baja dimensionalidad con constelaciones densas se implementan en esos casos.

En el Capitulo 4 se introdujeron los limites fundamentales que existen en la codificacién de fuentes de
informacién. Esos limites fundamentales se expresan en términos de la entropia de la fuente, la funcién
velocidad - distorsién asociada con la fuente, y la medida de distorsién correspondiente. La entropia deter-
mina un limite inferior sobre la velocidad de codificacion que permite reproducir la fuente sin error, y la
funcion velocidad - distorsion determina una cota inferior sobre la velocidad de codificacién permitida para
reproducir la fuente con distorsién D. Si deseamos transmitir una fuente U confiablemente mediante un

canal con capacidad (', es necesario que

H(U) < C (8.2)

Si se desea una transmision con distorsidon maxima D, entonces la condicion es

R(D) < C (83)
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Estas dos relaciones definen los limites fundamentales para la transmisién de informacién.

Ejemplo. Una fuente Gaussiana con media cero y densidad espectral de potencia uniforme, Sx(f) =
u(%) (u(f) es el escalén unitario), se transmite por un canal telefénico como el descripto en el dltimo
ejemplo de la seccién anterior. ;Cual es la distorsién minima alcanzable si se utiliza un critério de distorsién
de media cuadratica?

El ancho de banda de la fuente es 10000 Hz, de forma que puede muestrearse a 20000 muestras/seg. La
potencia de la fuente es

+oo
Px :/ Sx (f)df = 20000

— 00

La varianza de cada muestra estd dada por ¢? = Px = 20000, y la funcién velocidad - distorsién para
D < 20000 esta dada por

1 2 1 2
R(D) = 3 log 7 _ —log % bits/muestra

lo cual es equivalente a

2
R(D) = 10000 log 22220

bits/seg

Dado que la capacidad del canal telefénico era 30000 bits/seg, es posible obtener la menor distorsién posible
resolviendo

20000

30000 = 10000 log

de donde se obtiene D = 2500.

En general, puede mostrarse que la funcién velocidad - distorsién para una fuente Gaussiana con densidad
espectral de potencia

_ LA < W
Sx(f) = { 0, paratodo otro f

v con medida de distorsién

estd dada por

_ [ Wilog(#Ws) D] < 24AW,
R(D) = { 0 D] < 247,

Si esta fuente se transmite mediante un canal AWGN con ancho de banda W,., potencia P y densidad
espectral de ruido Ny, la distorsién minima alcanzable se obtiene resolviendo la ecuacién

2AW,

W.log(1 + ) = W, log( )

P
NoW,
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De esta ecuacién se obtiene

D = 2AW,(1 +

)y
NOWc
Puede concluirse que en un sistema éptimo, la distorsién disminuye exponencialmente cuando W, /W au-
menta. La relacién W./W; se denomina el factor de expansion de ancho de banda. Es posible obtener

también la SQNR dada por

2AW, P w

SQNR = 1 Ws

La conclusién importante es que en un sistema Sptimo, la relacién senal a ruido (distorsién) incrementa
exponencialmente con el factor de expansién de ancho de banda. Con este critério es posible comparar el
desempeno de varios sistemas de transmision.

8.3.1 Aplicacién a la transmisién de informacién analégica con PCM

Se vi6 en el Capitulo 4 que PCM es uno de los esquemas mas comunmente utilizados para la transmision de
senales analdgicas. Se analizara aqui el desempeno de un sistema PCM cuando se transmite sobre un canal
ruidoso y se comparara los resultados con el sistema 6ptimo.

Como ya se discutié en ese Capitulo, la distorsién o sea, el ruido de cuantizacién en PCM esta dado por

~ xz
E[XZ] — magw
3 x 4Y
donde z,,4, €s la amplitud méaxima de entrada y v es el nimero de bits por muestra. Si el ancho de banda
de la fuente es Wy, entonces la frecuencia de muestreo en el sistema optimo es f; = 2W, y la velocidad
de transmisién es R = 2vWW,. El ancho de banda minimo de canal que puede acomodar esta velocidad (del
Capitulo 6) es W, = R/2 = vWW,. En consecuencia, el ruido de cuantizacién puede expresarse como

E[XZ] — xrznax

We

3 x47s

Si la salida de un sistema PCM se transmite sobre un canal ruidoso con probabilidad de error Pj, algunos
bits seran recibidos con error y otros tipos de distorsién debido a la transmisién. Esta distorsién sera
independiente de la distorsién de cuantizacién; debido a que el error de cuantizacién tiene media cero, la
distorsion total sera la suma de esas distorsiones. Para simplificar el calculo de la distorsién de transmision,
es posible suponer que Py es suficientemente pequena tal que en un bloque de longitud v existe a lo sumo
un error. Este error unico puede ocurrir en cualquiera de las posiciones v del bloque, y en consecuencia su
contribucién a la distorsion total variard en forma acorde. Si ocurre un error en el bit menos significativo,
esto resulta en un cambio de A en el nivel de salida; si el error ocurre en el bit préximo, el cambio sera
serd de 2A; y si el error ocurre en el bit mas significativo, el cambio de nivel es igual a 227! A en la salida.
Suponiendo que esos son los tnicos errores posibles, la expresién para la distorsion de transmisién sera

v ) qv—1
E[D}F] =3 Py(27'A) = PA
i=1
v la distorsion total sera
N xZ 4WC/WS—1
Diotat = E[X?] + E[D}] = E—2%2 + P,A?
3 X 4Ws 3

Es posible notar que A = 22% = Zzer. Sustituyendo A,y asumiendo que 4” > 1, la expresion para Diorar

se simplifica de la siguiente forma
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2
€T _
Dtotal = %(4 We/W. + 4Pb)
La relacién senal a ruido (distorsién) en el receptor serd entonces

3X°

SNR =
Tinae (4 W/ We +4P,)

El valor de P, depende obviamente del esquema de modulacion utilizado para transmitir las salidas del
sistema PCM. Si se emplea senalizacién binaria antipodal, entonces Py, = Q[+/2&;/No], y si se utiliza sefna-
lizacién ortogonal binaria con deteccidén coherente, Py = Q[+/E/No].

De la expresién para la SNR es posible concluir que para P, pequeno, la SNR crece casi exponencialmente
con W, /W, el factor de expansién de ancho de banda y, en este sentido, un sistema PCM utiliza el ancho
de banda eficientemente. La modulaciéon FM también introduce un compromiso para manejar la inmunidad
frente al ruido. Sin embargo, la SNR de un sistema FM es una funcién cuadratica del factor de expansion de
ancho de banda y en consecuencia un sistema FM no es tan eficiente en términos de ancho de banda como
un sistema PCM.

8.4 Codificaciéon para comunicaciones confiables

En los Capitulos 6 y 7 se mostré que en los esquemas de modulacién banda base y por portadora la proba-
bilidad de error es una funciéon de la distancia entre los puntos de senal en la constelacién. En realidad, para
senales binarias equiprobables la probabilidad de error puede expresarse como P. = Q[d12/+/2Ng], donde
dy2 es la distancia Euclidiana entre s1(2) y s2(t), dada por

+oo
dt= [ il = s

— 00

Por otro lado se vié que, para el caso binario con demodulacién coherente, la senalizacién funciona mejor
y tiene una distancia Euclidiana dis = 2+/&. En consecuencia, P, = Q[\/2E/No]. De esta relacién es
posible concluir que para disminuir la probabilidad de error es necesario incrementar la energia de la senal.
Esto puede lograrse de dos formas, incrementando la potencia transmitida o incrementando la duracién de
la transmisién. No siempre es posible incrementar la potencia transmitida dado que cada transmisor tiene
una limitacién en su potencia promedio. Incrementar la duracién de la transmisién, a su vez, disminuye la
velocidad de transmisiéon, y en consecuencia parece ser el inico camino para hacer disminuir la probabilidad
de error. En realidad, este era el punto de vista de los ingenieros de diseno de sistemas de comunicaciones
en las épocas previas a los resultados de Shannon.

También se vid en el Capitulo 6 que el empleo de senales ortogonales permite lograr una transmision
confiable a una velocidad no nula, siempre que & /Ny > 2In2. Aqui se mostrard que &/Ng > In2 es
suficiente para lograr una transmisién confiable. Notar que esta es la misma condicién que garantiza una
transmision confiable sobre un canal AWGN cuando el ancho de banda tiene a infinito.

8.4.1 Una cota precisa sobre la probabilidad de error de senales ortogonales

Para obtener una cota precisa de la probabilidad de error para senales ortogonales si comparada con la
obtenida en el Capitulo 5, se utilizara otra técnica. El problema con la cota de unién del Capitulo 5 es que
no es precisa para SNR pequenas. Para compensar esto usaremos dos cotas, una para SNR grandes, la cual
es esencialemte la cota de union, y otra para SNR pequenas.

En el Capitulo 5 se mostrd que la probabilidad de error para la senalizaciéon ortogonal estd dada por

= [ T - QU e VAR gy

Definiendo a = /2&: /Ny y f(u) = #6_“2/2, se tiene que
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Py = /_O:o {1 —(Q [u])M_l} Flu — a)du (8.4)

Usando la desigualdad nz + (1 — )™ > 1, vélida para 0 < 2 < 1y n > 1!, se obtiene

(1= QDY >1— (M -1)Q[y]

yen consecuencia

L= (1= Q™! < (M — 1)Q[u] < MQ[u] < Me™/?

Esta cota es basicamente la cota de unién, que se utilizarda para SNR grandes (v grandes). Para SNR
pequenas se utilizard la cota obvia

1—(1=QuhM-t<1

Sustituyendo esta cota en (8.4) se obtiene

Yo o 2
Py < f(u—a)du—l—M/ e~/ f(u—a)du= P, + MP, (8.5)

-0 Yo

donde yp es cualquier numero positivo. Para obtener la cota mas precisa se diferencia esta dltima ecuacién
con respecto a yo y se iguala la derivada a cero. De esta forma se obtiene

flyo —a) — Me_yg/zf(yo —a)=0

6 eval? = M, de lo cual se obtiene yy = V2In M = \/2 In2log, M = v2kIn2. El préximo paso es hallar
cotas sobre P; y P,. Para P; se tiene que

Yo

Yo—a 00
P= [ fu-adu= [ fadr= [ - af(eyds = Qla-u)
v utilizando las cotas sobre () se obtiene

P < e—(a—yu)2/2 < e—(a—yu)2/2 para yo < a

N | —

Para acotar Ps se tiene que

o0 o0 2 1 2
P, = / flu — a)du :/ et (a2 gy,
Yo Yo \/27T

2 <1 2 2 o0 1 2
—a /4/ —(u—a/2) /Zd _ —a /4/ -z /2d
€ —€ U ==c€ € xr
yo V2T Va(yo—af2) V2T

Z5e 1 [Vatw —a/2)

y usando que para todo z Q[z] < 1,y que para 2 > 0, Q[z] < %e

2 .
~#7/2 ge obtiene

IPara ver esto, definir g(x) = ne + (1 — )7, luego g(0) = 1y ¢'(z) = n — n(1 — )" 1. Pero para 0 < z < 1 se tiene que
0<1—x<1,entonces (1 — )"~ < 1 para todo n > 1. Esto significa que para 0 < = < 1, g'(z) > 0 y de esta forma g(z) es
una funcién creciente en este intervalo. Esto a su vez significa que g(z) < 1 para0< <1y n > 1.



354 Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS

Py < e~ Ae=wo=a/2)" " para yy > a2
25 -t para yo < a/2

Sustituyendo las cotas obtenidas para Py y P; en (8.5) y usando M = e¥3/2 ge obtiene
Py < e=(a=v0)*/2 4 cy3/2g—a”/4 para 0 < yo < a/2
M e=(a=yo)*/2 4 eyg/ze_a2/4_(y0_a/2)2, para a/2 < yp < a

Para 0 < yp < a/2 se tiene que

e~ (@=v0)*/2 | 5/2p=a% /4 = gui/2=a 4[] 4 o= (vo—a/D)] < 9ov5/2-a7/4

y para a/2 < yg < a los dos exponentes en (8.6) son iguales. De esta forma la cota puede simplificarse a

b 26y§/2—(12/4’ para 0 < yg < a/2
M 26—(a—yo)2/2’ para a/2 <y <a

Luego, usando las definiciones de yy y a se obtiene el siguiente resultado final

Py < 2e5(€s/No=2In2) para 0 <In M < & /4Ny
M 2e~k(y/calBy [No—VIn 2)2, para & /4Ny <In M < & /Ny

La primera cota coincide con la obtenida en el Capitulo 5. La segunda cota es mejor que la cota de unién para
valores grandes de M (valores pequeios de &, /Ng). Esta cota muestra que la condicién para comunicaciones
confiables es & /Ny > In2 antes que & /Ny > 2In2 obtenida en el Capitulo 5.

También es posible expresar esas cotas en términos de la velocidad de transmisién y la capacidad del canal.
Usando las relaciones k = RT, & = P/R, R = % logM y Coo = J\% In 2, se obtiene

., 2 x 2-T(Cx=R)  para 0 < R< 10,
M 2 x 2-T(WVCe—VR)?®  Lara i0s S R< Co

o equivalentemente

Py < 2 x 2~ TET(R)

donde

%Coo — R), para 0 < R < %Coo
E*(R) = 2
(#) (V= - VR) . para tCo < R< Co

La funcién E*(R) se denomina la funcién confiabilidad del canal y se grafica en la figura 8.12.

8.4.2 Objetivo de la codificaciéon de canal

De la discusién anterior es posible concluir que la senalizacién ortogonal permite lograr la capacidad a
velocidad no arbitrariamente pequenas. Sin embargo, el precio pagado por ello es muy alto. Para lograr
este desempeno es necesario hacer &k — oo, 6 T'— oco. Por otro lado el nimero de senales ortogonales esta
dado por M = 2¥ = 2BT  Sj es necesario, por ejemplo, emplear sefializacién PPM, esto significa que la
duracién T tiene que dividirse en 277 partes cada una de duracién 7'/2. Esto a su vez significa que el ancho
de los pulsos se aproxima a cero exponencialmente, y de esta manera el ancho de banda requerido para
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B

Figura 8.12: Funcién confiabilidad para un canal AWGN con ancho de banda infinito.

transmitirlos aumente también exponencialmente?. Ahora la pregunta es, ;existe una forma de transmitir
mensajes sobre un canal ruidoso a una velocidad finita sin el incremento exponencial en el ancho de banda?
La respuesta es positiva y la herramienta para lograrlo es la codificacién. El siguiente ejemplo clarifica este
punto.

Y

Figura 8.13: Constelacién para un esquema PSK M = 4.

Ejemplo. En un sistema de comunicaciones digitales, la potencia del transmisor es P y la velocidad de la
fuente es R. Fl sistema emplea senalizaciéon PSK con M = 4 donde un par de bits de informacién se mapea
en cualquiera de las cuatro senales de la constelacién ilustrada en la figura 8.13. Puede verse facilmente que
& = P/R, y la minima distancia Euclidiana entre dos senales cualquiera estd dada por

P

2
Es posible suponer ahora que en lugar de transmitir con una sefial PSK con M = 4 (la cual es bidimensional),
se emplean tres senales ortogonales para transmitir los mismos dos bits. Por ejemplo, es posible suponer que

?Este incremento exponencial en el requerimiento de ancho de banda es una caracteristica de los sistemas de senalizacién
ortogonal y no una propiedad particular de las sefiales PPM. Puede mostrarse que el nimero de senales ortogonales que estan
"casi” limitadas a un ancho de banda W y de una duracién "casi” limitada T es 2WT.
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las senales ortogonales son ¢(t), ¢(t — T) y ¢(t — 2T), donde (t) es igual a cero fuera del intervalo [0, 7]

y fOT ¥2(t) = 1. De esta forma, es posible suponer que en lugar de transmitir las sefiales PSK M = 4, se
transmiten las siguientes senales

si(t) = VERU() +¥(t = T)+ ¢(t —2T))
s2(1) VE(FU(t) = Y(t = T) = 4(t = 2T))
s3(1) VE(=u(t) = 4(t = T) + 4(t = 2T))
sa(t) = VE(=p(t) +¥(t = T) — ¢(t —2T))

s1 = VEH1, +1, 1)
P VE(H+1, =1, —1)
83 VE(-1, —1, +1)
s = VE(-1, +1, =1)

Y

Figura 8.14: Palabras de cédigo en los vértices de un cubo.

La constelacién correspondiente en el espacio tridimensional se muestra en la figura 8.14. Puede verse que con
esta eleccion de las palabras de cddigo, cada palabra difiere de cualquier otra al menos en dos componentes.
En consecuencia, la distancia Euclidiana entre dos senales cualquiera estard dada por

d?j = |s; — 8;|* =88 parai#j

Para hallar £ en términos de P es posible notar que en un intervalo de tiempo 7" se transmiten dos bits. De
esa forma, 26, = 38,y € = %Sb = %%. Asi,

, 16P
TR
Comparando esto con la distancia minima de la senal PSK con M = 4 se observa que la distancia minima
se ha incrementado por un factor de

d para i £ j
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Dado que la probabilidad de error es una funcién decreciente de la distancia Euclidiana minima, se ha
reducido la probabilidad de error mediante el empleo de este nuevo esquema. En realidad, puede decirse
que la reduccién en la probabilidad de error obtenida es equivalente a la reduccién en la probabilidad de
error debido al incremento en la potencia en un factor de 4/3. Esto a su vez es equivalente a 1.25 dB de
ganancia de potencia. Esta ganancia de potencia no ha sido obtenida, logicamente, gratis. Puede verse que
con este esquema de codificacién en una duracién en tiempo de 2/ R, la cual corresponde a la duracién para
transmitir dos bits, es necesario transmitir tres senales. En consecuencia, el ancho de esas senales se ha
reducido por un factor de 2/3, y el ancho de banda requerido para transmitirlas se ha incrementado por un
factor de 3/2. Otro problema con el esquema propuesto es que es obviamente mas elaborado y requiere un
esquema de decodificacion mas complejo.

El ejemplo anterior describe basicamente lo que efectia la codificacién. La codificacién resulta en una
menor probabilidad de error (lo que es equivalente a una SNR efectiva mayor) al precio de incrementar
el ancho de banda y la complejidad del sistema. Debe mencionarse aqui que, a pesar que el empleo de
codificacién incrementa el ancho de banda®, este incremento no es exponencial, como era el caso con la
senalizacién ortogonal.

En un esquema general de senalizacién con senales codificadas, secuencias de longitud k¥ = RT' de salida
de la fuente se mapean en secuencias de longitud n de la forma

s = VE(£], £1,---, £1)

n

Estos puntos se ubican en los vértices de un hipercubo de lado igual a 2¢/€. La relacién R, = k/n, define la
taza de codificacion. Existe un total de 27 vértices en un hipercubo n-dimensional, de los cuales es necesario
elegir M = 2* palabras de cédigo. Obviamente, es necesario seleccionar los 2% vértices de forma tal que
queden apartados entre si tanto cuanto sea posible. Esto hace la distancia Euclidiana entre ellos grande vy,
de esta forma, reduce la probabilidad de error.

Es posible suponer la eleccién de 2% vértices del hipercubo como las palabras del cédigo y cada palabra
del cédigo difiere de otra en al menos dZ, componentes. Este parametro se denomina distancia minima de
Hanning del cédigo y serd definido mas detalladamente en las préoximas secciones. La relacion entre distancia
Fuclidiana y distancia de Hamming es muy simple. Si las secuencias s; y s; difieren en dg posiciones, entones
su distancia Euclidiana dg esta relacionada con dg por

(d2)? = Z (iNE)Z = 4dlle
1<i<n
l

ls;é]

Esto significa que la distancia Euclidiana minima puede expresarse en términos de la distancia de Hamming
minima como

(dnE’LG)z - 4dgzng

Si suponemos ahora que se transmite s; y se utiliza la cota de unién se tiene que
H
4dt. & M _d £ /N,

ei < M ml’ﬂ - min
pei < MQ 2N, 9 °

IN

donde en el ultimo paso se usé la cota sobre la funcién @ introducida en el Capitulo 2. Teniendo en cuenta
ahora que el contenido de energia de cada palabra de cddigo es n€ y este es igual a PT', se tiene que

3Existen esquemas de modulacién - codificacién que incrementan la distancia Euclidiana entre palabras de cédigo pero no
incrementan el ancho de banda. Esos esquemas se discutirdn mds adelante en este Capitulo.
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pPT T k
SZ—ZR—Sb:;Sb:RCSb

n n

donde se usé la relacién & = P/R. De esta forma,

M
pe < 2 —dp i Re€s/No
2
(el subindice ¢ no se incluye porque la cota es independiente de 7). Si no se hubiera empleado codificacién,
o sea, si se hubieran empleado todos los vértices del hipercubo k-dimensional en lugar de los 2% vértices de

un hipercubo n dimensional, se tendria la siguiente cota de unién de probabilidad de error

2% | M
<M 2| < e/ No
be = Q[\/ Ny | = 2°

Comparando estas dos cotas es posible concluir que la codificacién resulté en una ganancia de potencia
equivalente a

Gcodif = dganc

la cual se denomina ganancia de codificacion. Es posible ver que la ganancia de codificacién es una funcién
de dos parametros de la codificacion, la distancia de Hanning minima y la taza de codificaciéon. Notar que,
en general, R, < 1y d4,
Es importante tener en cuenta que existen muchos cdédigos que proveen buena ganancia de codificacién. La

> 1, y de esta forma la ganancia de codificacién puede ser mayor o menor que 1 *.

relacién que define la ganancia de codificacion enfatiza nuevamente que para n y & dados, el mejor cddigo
es aquel que provee la mayor distancia de Hamming minima.

Para estudiar los requerimientos de ancho de banda de codificacién, es posible observar que, cuando no
se utiliza codificacién, el ancho de los pulsos empleados para trasmitir un bit esta dado por

Después de usar codificacién, se deben transmitir ahora n pulsos en la misma duracién en la que se transmitian
k pulsos, lo cual significa que la duracién de cada pulso se reduce en un factor de k/n = R.. En consecuencia,
la relacién de expansién de ancho de banda estd dada por

B = Wconcodif _ i _ E
Wsin codi f Rc k

De esta forma, el ancho de banda ha aumentado linealmente. Puede demostrarse que para un canal AWGN
existe una secuencia de cédigos con pardmetros (n;, k;) con una taza fija (fl—’ = R; independiente de i), que
satisface

ko1 P
.= — —1 1
R’ n<20g< +N0W)

donde %log (1 + NDLW) es la capacidad del canal en bits por transmisién®, para la cual la probabilidad de

error tiende a cero cuando n; se vuelve cada vez mayor. Logicamente, para tal esquema el ancho de banda
se expande en un factor modesto y no crece exponencialemtne, como en el caso de la senalizacién ortogonal.

En este Capitulo se estudiaran dos tipos principales de codificacion, codificacion en bloques y codificacién
convolucional. La codificacién por bloques es la que se ha discutido hasta el momento. En cada bloque de

4 A pesar que en un disefio de cédigos malo es posible tener dii = 0, se ignoraran estos casos.

n

5La capacidad en bits por segundo es W log (1 + NDLW)
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Figura 8.15: Codificador convolucional.

cédigo la secuencia de informacion se divide en bloques de longitud &, y cada bloque se mapea a la entrada
al canal de longitud n. Este mapeo es independiente de los bloques previos, o sea, no existe memoria de
un bloque a otro. En la codificacion convolucional existe un registro de desplazamiento de longitud kgL
como mostrado en la figura 8.15. Los bits de informacién entran al registro de desplazamiento de a kg bits
a la vez, y luego se transmiten por el canal ng bits, combinaciones lineales de los varios bits del registro
de desplazamiento. Esos ng bits dependen solamente de los bits kg recientes que han entrado al registro de
desplazamiento y también de los (L — 1)ky contenidos previos del registro de desplazamiento que constituyen
su estado. La cantidad

m:Lko

se define como la restriccion de longitud de la codificacién convolucional y el nimero de estados del codigo
convolucional es igual a 2™~%0. La taza de la codificacién convolucional se define como

ng

R,

La principal diferencia entre codificacion en bloques y codificacién convolucional es la existencia de memoria
en esta ultima.

8.5 Codificacion lineal en bloques

Un cédigo de bloques (n, k)% esta completamente definido por M = 2* secuencias binarias de longitud n
llamadas palabras de cédigo. Un cédigo C consiste en M palabras de cédigo ¢; para 1 < i < 2%,

C= {ClaCZa"'acM}
donde cada ¢; es una secuencia de longitud n con componentes iguales a 0 o 1.
Definicién 1. Un cddigo de bloques es lineal si cualquier combinacién de dos palabras de ¢6digo es también

otra palabra de cédigo. En el caso binario esto requiere que si ¢; y ¢; son palabras de cédigo, entonces ¢; @ ¢;
es también una palabra de cdédigo, donde & es la suma médulo 2.

Con esta definicién es facil ver que cualquier cédigo de bloques lineal es un subespacio k£ dimensional de
un espacio n dimensional. Es obvio también que toda secuencia 0 es una palabra de cédigo de cualquier

6Desde este punto se discutiran cédigos binarios a menos que se especifique lo contrério.
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codigo de bloques lineal dado que puede escribirse como ¢; @ ¢; para cualquier palabra de cédigo ¢;. Notar
que, de acuerdo a esta definicién, la linealidad de un cédigo depende solamente de las palabras de codigo y
no de la forma en que se mapean las secuencias de informacién en las palabras de cédigo. Sin embargo, es
natural suponer que si la secuencia de informacién 21 (de longitud k) se mapea en una palabra de cédigo ¢;
(de longitud n) y la secuencia de informacién s se mapea en ¢a, entonces x; @ £z se mapeard en ¢ @ ca.
Apartir de aqui se supondra que todos los cédigos lineales que se estudiaran poseen esta propiedad especial.

Ejemplo Un cédigo (5,2) estd definido por

¢ = {00000, 10100, 01111.11011}

Es muy facil verificar que este cédigo es lineal. Si el mapeo entre secuencias de informacion y palabras de
cédigo esta dado por

00 — 00000
01 — 10100
10 — 01111
11 — 11011

entonces, la propiedad especial mencionada es satisfecha. Si es mapeo esta dado por

00 — 10100
01 — 01111
10 — 00000
11 — 11011

entonces la propiedad especial no se satisface. En ambos casos el cddigo es lineal.

Definicién 2. La distancia de Hamming entre dos palabras de cédigo ¢; y ¢; es el numero de componentes
en las cuales difieren las dos palabras de cédigo y se notard por d(¢;, cj)7.

Definicién 3. El peso de Hamming, o simplemente el peso de una palabra de cédigo ¢; es el nimero de
componentes no cero de la palabra de cddigo, notada por w(¢;).

Definicién 4. La distancia minima de un c¢ddigo es la distancia de Hamming minima entre dos palabras de
cédigo diferentes, o sea

dmin =  min  d(¢;, ¢)
i#£],Ci,Cj

Definicién 5. El peso minimo de un cédigo es el minimo de los pesos de las palabras de cédigo excepto la
palabra de cédigo todo ceros, o sea

Wmin = min w(e;)
c; 20

"Desde ahora la distancia de Hamming sera d y la distancia Euclidiana d¥.
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Teorema. En cualquier cédigo lineal, dp5 = Winin.

Prueba: Si ¢ es una palabra de cdédigo, entonces w(c) = d(e,0). También, si ¢; y ¢; son palabras de
cddigo, también lo es ¢ = ¢; P ¢; y, ademas, d(¢;, ¢;) = w(e). Esto implica que en un cédigo lineal, a
cualquier peso de una palabra de cédigo existe una distancia de Hamming entre dos palabras de codigo, y
para cualquier distancia de Hamming existe un peso de una palabra de cédigo. En particular, esto muestra
que Armin = Winin .-

Matrices generadora y de paridad. En un cédigo de bloques lineal (n, k) consideraremos las palabras

de c¢bdigo correspondientes a las secuencias de informacién e; = (1000---0), e; = (0100---0), ---, e, =
(0000 - --1), dadas por gy, g4, - - -, g5, respectivamente, donde cada una de las secuencias g; es una secuencia
binaria de longitud n. Ahora, cualquier informacién @ = (#1, 23, - -, #1) puede escribirse como

k
€r = E ;€5
i=1

y en consecuencia la palabra de cédigo correspondiente sera

k
c= g Tig;
i=1

Si se define la matriz generadora de este cédigo como

g1 gi1 912 - Gin
g» 921 g22 - Gon
G = = ) . )
gr gkl Gk2 0 Gkn
entonces es posible escribir
c=xG

Esto muestra que cualquier combinacién lineal de las filas de la matriz generadora es una palabra de cédigo.
La matriz generadora para cualquier c6digo de bloques lineal es una matriz de n x k de rango & (debido a que,
por definicién, la dimensién del subespacio es k). La matriz generadora de un cédigo describe completamente
el codigo. Cuando se dispone de la matriz generadora, la estructura del codificador es muy simple.

Ejemplo. Hallar la matriz generadora para el primer cédigo del ejemplo anterior.
Es necesario hallar las palabras de cddigo correspondientes a las secuencias de informacién (01) y (10),
o sea, (10100) y (01111), respectivamente. Entonces

10100
G= [ 01111 ]

Puede verse que, para la secuencia de informacién (z1, x2), la palabra de cédigo esta dada por

(cla Ca, C3, C4, 65) = (xla xZ)G

0 C1 =1, Ca =&, 03 =121P T2, 4= T2, 5 = 2.




362 Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS

El codigo anterior tiene la propiedad que la palabra de codigo correspondiente a cada secuencia de
informacién comienza con una réplica de la secuencia de informacién seguida por bits extra. Este tipo de
cédigo se denomina cddigo sistemdtico, y los bits adicionales que siguen a la secuencia de informacién en la
palabra de c6digo se denominan bits de chequeo de paridad. Una condicion necesaria y suficiente para que
un cédigo sea sistematico es que la matriz generadora tenga la forma

G =[I} | P]

donde I}y, es la matriz identidad de k& x k y P es una matriz binaria de k x (n — k). En un cédigo sistemético
se tiene que

€= E;ﬂ:lpﬂl‘j k+1<i<n

donde todas las sumas son médulo 2.

Por definicién, un cédigo de bloques lineal C es un subespacio lineal &£ dimensional del espacio n dimen-
sional. De algebra lineal se sabe que si se toman todas las secuencias de longitud n que son ortogonales a
todos los vectores de este subespacio k dimensional, el resultado serd un subespacio (N — k) dimensional de-
nominado complemento ortogonal del subespacio k dimensional. Este subespacio (n — k) dimensional define
naturalmente un cédigo lineal (n, n — k), conocido como el dual del cédigo C original (n, k), cuya notacidn es
CT. Obviamente las palabras de cédigo del cédigo original C y las del cédigo dual CT son ortogonales. En
particular, si escribimos la matriz generadora del cédigo dual con H, una matriz de (n — k) x k, entonces
cualquier palabra de cédigo del cddigo original es ortogonal a todas las filas de H | o sea

cH' =0 paratodoceC

La matriz H, que representa la matriz generadora del cédigo dual CT se denomina matriz de chequeo de
paridad del cédigo original C. Dado que todas las filas de la matriz generadora son palabras de cédigo, es
posible concluir que

GH'=0

En el caso especial de un cddigo sisteméatico (G = [I} | P]), la matriz de chequeo de paridad tiene la
forma siguiente

H=[-P'|I,_}]

Ejemplo. Hallar la matriz de chequeo de paridad para el ejemplo anterior.
En ese caso

10100 10 100
G—[onn] I—[m] P—[m]

Notando que en el caso binario —P" = P?, se concluye que

11 11 | 100
P =] 01 H = 01010
01 01 ] 001

Cédigos de Hamming. Los cédigos de Hamming son una clase de cédigos de bloques lineales con n =
2" =1,k =2"—m—1y dpin = 3, para algin entero m > 2. Como se vera posteriormente, con esta distancia
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minima esos codigos son capaces de proveer la capacidad de correccion de error para errores simples. La
matriz de chequeo de paridad para esos cédigos tiene una estructura muy simple. Consiste en todas las
secuencias binarias de longitud m excepto la secuencia todo cero. La taza de esos codigos estd dada por

2" —m-—1

Re=—5m

la cual para valores grandes de m es proxima a 1. En consecuencia, los cdédigos Hamming son cédigos
de alta taza con una distancia minima relativamente pequefia (dp;, = 3). Se verd més adelante que la
distancia minima de un cédigo esta proximamente relacionada con la capacidad de correccién de errores. En
consecuencia, los cédigos de Hamming tiene una capacidad de correccion de errores limitada.

Ejemplo. Hallar la matriz de chequeo de paridad y la matriz generadora de un c¢édigo de Hamming (7,4)
en la forma sistematica.

En este caso m = 3, y en consecuencia H esta formada por todas las secuencias binarias de longitud 3
excepto la secuencia 000. La matriz de chequeo de paridad en la forma sistematica sera

01 1 1j0 0 1
v la matriz generadora sera
100 01 1 0
01 000 11
G= 001 0|1 01
000 1)1 1 1

8.5.1 Decodificacién y desempeno de cdédigos lineales en bloques

El principal propdsito del uso de la codificacién en sistemas de comunicaciones es incrementar la distancia
Euclidiana entre las seniales transmitidas y, de esa forma, reducir la probabilidad de error para una potencia
trasmitida especificada. Esto fue mostrado mediante un ejemplo en la seccién previa. Teniendo en cuenta la
figura 8.14, es posible ver que el objetivo se logra mediante la eleccién de palabras de codigo en los vértices
del cubo tan apartadas como sea posible. Esto significa que una buena medida para comparar el desempeno
de dos cédigos es la distancia de Hamming entre las palabras de codigo. Analizar todas las distancias entre
cualquier par de palabras es dificil y, en algunos casos, imposible. En consecuencia, la comparacion entre
diferentes codigos usualmente se basa en la distancia minima del cédigo, la que para cddigos de bloques
lineales es el peso minimo. De esto se concluye que para cualquier n y k, un cédigo con mayor dmin (6 Wmin)
se desempena usualmente mejor cuando comparado con un cédigo con menor distancia minima.

Decodificacién con decisién suave (soft decision)

En los Capitulos 5 y 6 se vid que el esquema de deteccién de senales éptimo en un canal AWGN es la detec-
cién basada en la minimizacién de la distancia Fuclidiana entre la senal recibida y la senal trasmitida. Esto
significa que después de recibir la salida del canal y pasarla a través de los filtros acoplados, se elige la senal
de mensaje que estd mas préoxima a la senal recibida en distancia Euclidiana. Al utilizar senales codificadas la
situacion es la misma. Suponiendo que se emplea PSK binaria para la transmisién de un mensaje codificado,
una palabra de cddigo ¢; = (¢;1,¢2, -+, Cin) Se mapea en una secuencia s;(t) = > p_; Yir(t — (k — 1)T),

donde

1/) i sl Cik — 1
1/)Zk(t) - { —(1/)215) s1 Cik = 0
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y ¥(t) es una sefial de duracién T'y energia &, la cual es cero fuera del intervalo [0, 7. La distancia Euclidiana
entre dos senales arbitrarias es

9 2
@)= Y (¥2vE) =adle
1<k<n, kicin#esn
Esto determina una relacién simple entre la distancias Euclidiana y de Hamming cuando se emplea el esquema

PSK binario de senalizacién (o cualquier esquema antipodal de senalizacién). Para la senalizacion ortogonal,
donde ¢1(t) y ¢2(t) son ortogonales, la relacién equivalente es

(d;E].)2 = Z / [h1(t) — o (t)]?dt = 2d}5 €

1<k<n, kicgdein ” 0
Luego, usando la relacién general

pe = @ [\Z—ETO]

se obtlene

No

Q [« / %] para senalizaciéon antipodal

Dado que d;; > dmin y como Q[x] es una funcién decreciente de z, se concluye que

ecibido oy < Q [, / d’}”‘\;;‘g para senalizacién ortogonal
p(Jj recibido |¢ enviado) < o [\/m
No

Utilizando ahora la cota de unién del Capitulo b se obtiene

Q [ d’jg] para senalizacién ortogonal
p(Jj recibido | enviado) =

1 para senalizaciéon antipodal

(M -1)Q [, / d’}”‘\;;‘g para senalizacién ortogonal

(M -1)Q [ %} para senalizacién antipodal

o

p( error |¢ enviado) <
v suponiendo mensajes equiprobables, finalmente se concluye que

(M -1)Q [ % para senalizacién ortogonal

(M -1)Q [ %} para senalizacién antipodal

Estas son cotas sobre la probabilidad de error de un sistema de comunicaciones con codificacién cuando
se emplea demodulacién éptima. Demodulacién éptima significa pasar la sefial recibida r(#) a través de
un banco de filtros acoplados para obtener el vector recibido = y luego hallar el punto de la constelacién
mas préximo a = en el sentido de la distancia Euclidiana. Este tipo de decodificacién, que involucra hallar
la distancia Euclidiana minima se denomina decodificacion de decision suave (soft decision) y requiere su
calculo con numeros reales.

Ejemplo Comparar el desempefio de un sistema de transmisién de datos no codificado con el desempetio de
un sistema codificado que usa un cédigo de Hamming (7,4), dado en el dltimo ejemplo, cuando se aplican a
la transmisién de una fuente binaria con velocidad R = 10* bits/seg. El canal se supone AWGN, la potencia
recibida es de 1 W y la densidad espectral de potencia es ¥ = 101! W/Hz. El esquema de modulacién

2 fu—
es PSK binaria.
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1. Si no se emplea codificacidon se tiene que

— 28[7 —
Py =@ [\/VO] =Q

-6
1:?—11\;0 = W = 10 y de esta forma

2P
RNy

Pero

Py = Q[V10] = Q[3.16] = 7.86 x 1074

La probabilidad de error para cuatro bits sera
co=1—(1=p)*=31x1073
Perror en 4 bits Py

2. Si se emplea codificacion, se tiene que dp =3 ¥

& Ee P
— =R,— =R,
No No RNy

4 20
= — 5= —
77°7=7

Entonces, la probabilidad de error de mensaje estard dada por

Qdmzn 4 —
p. < 15Q [ ~ ] =15Q [ 370] = 15Q[4.14] = 2.6 x 1074
0

Puede verse que utilizar este cédigo simple disminuye la probabilidad de error por un factor de 12. El
precio pagado, obviamente, fue el incremento en el ancho de banda requerido para la transmisién de
los mensajes. La relacién de expansién de ancho de banda estd dada por

Weoaiy 1 7
Wno codi f Rc

Decodificacién con decisién fuerte (hard decision). Un esquema de decodificacién mas simple y
frecuente es realizar decisiones binarias fuertes (hard decision) sobre las componentes del vector recibido »,
y luego hallar la palabra de cédigo mas proxima en el sentido de Hamming. El ejemplo siguiente clarifica la
distincion entre soft y hard deciston.

Ejemplo: Un cddigo (3, 1) consiste de dos palabras de cédigo 000 y 111, Las palabras de cédigo se transmiten
usando modulacién PSK binaria con & = 1. El vector recibido (las salidas muestreadas de los filtros
acoplados) es ¥ = (0.5,0.5,—3). Si se utiliza decisién suave se debe comparar la distancia Euclidiana entre #
y las dos constelaciones de puntos (1,1,1) y (=1,—1,—1) y elegir la menor. Se tiene que (d¥(r,(1,1,1))? =
052+ 052442 = 166 y (d¥(r,(=1,-1,-1))2 = 1.52 + 1.5% + (—=2)? = 8.5 y entonces un decodificador
suave decidiria * como (—1,—1,—1) o equivalentemente (0,0,0). Sin embargo, si se empleara decisién
fuerte, r se detecta primero componente a componente como +1 o 0. Esto requiere una comparacién de
las componentes de # con el umbral 0. El vector resultante y es entonces y = (1,1,0). Luego, es necesario
comparar y con (1,1,1) y (0,0,0) y hallar el més préximo en el sentido de la distancia de Hamming. El
resultado es obviamente (1, 1,1). Como puede concluirse de este ejemplo los resultados de la decodificacién
suave o fuerte pueden ser muy diferentes. Obviamente, la deteccidén 6ptima es usando soft decision y a que
este método permite lograr una menor probabilidad de error.
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C1 C2 Cs3 s CM

€l e1 D ey e1 P cs e b ey

€2 e b ey es P cs e ey
e(zn_k)—l e(zn_k)—lGBcz e(zn_k)— 1%es - e(zn_k)— 1% ey

Tabla 8.1: El arreglo estandar.

Existen tres pasos basicos involucrados en la decodificacién fuerte. Primero, se realiza la demodulacién
pasando la senal recibida a través de los filtros acoplados y se muestrea la salida para obtener el vector ».
Segundo, se compara las componentes de r con el umbral y se cuantiza cada componente a uno de los dos
niveles para obtener el vector y. Finalmente, se realiza la decodificacién hallando la palabra de cédigo mas
cercana a y en el sentido de Hamming. En esta seccién se discutira una forma sistematica de realizar el
proceso de decision fuerte.

Se definira primero la nocién de arreglo estdndar. Las palabras del cdédigo en cuestidn seran e, ca, - - -,
¢y, cada una de longitud n, M = 2% y ademds ¢; es la palabra todo ceros. Un arreglo estdndar es un
arreglo de 27~ x 2% cuyos elementos son secuencias binarias de longitud n y se genera escribiendo todas las
palabras de cédigo en una fila comenzando con la palabra todos ceros. Esto constituye la primera fila del
arreglo estandar. Para escribir la segunda fila, se buscan todas las secuencias binarias de longitud n que no
estan en la primera fila del arreglo. Se elige de esas palabras de codigo la que tenga el peso minimo y se
llamard e;. Se la escribird en ¢; (notar que ¢; G ey = e1, dado que ¢; = (0,0, ---,0)), y se escribe e; ®¢; en
c; para 2 < ¢ < M. La tercera fila del arreglo se completa en forma similar. De las secuencias de longitud »
que no han sido utilizadas en las primeras dos filas se elige la de menor peso y se la denomina e;. Luego, los
elementos de la tercera fila comienzan con ¢; @ es. Este proceso continia hasta que no existan secuencias de
longitud n para comenzar una nueva fila. La tabla 8.1 muestra el arreglo estandar generado como explicado.
Cada fila del arreglo estdndar se denomna conjunto complementario (coset), y el primer elemento de cada
coset (e7 en general) se denomina el conjunto complementdrio guia (coset leader). El arreglo estandar tiene
las siguientes propiedades importantes.

Teorema. Todos los elementos del arreglo estandar son diferentes.
Prueba. Suponiendo que dos elementos del arreglo estandar son iguales, esto puede suceder de dos formas,

1. Los dos elementos iguales pertenecen al mismo coset. En este caso se tiene e; © ¢; = e; @ ¢;, de lo cual
se concluye que ¢; = ¢; es imposible.

2. Los dos elementos iguales pertenecen a diferentes cosets. Aqui se tiene que e;®dc¢; = e;®¢; paral £ k,
lo cual significa que e; = ex & (¢; ® ¢;). Por la linealidad del cédigo ¢; & ¢; es también una palabra de
cédigo; se la denominara ¢,,. Esto significa que e; = e, & ¢, y en consecuencia e; y ey pertenecen al
mismo coset, lo cual es imposible por suposicién.

De este teorema es posible concluir que los arreglos estandar contienen exactamente 27~* filas.

Teorema. Si y, y ¥, son elementos del mismo coset, y, H' =y, H'.
Prueba. Es suficiente notar que, dado que y; y y, no estan en el mismo coset, y; = e; P ¢; vy y, = € P ca,
entonces

y H =(erde;))H =eH' +0= (e, ®c;)H' =y,H'

De este teorema se concluye que cada coset del arreglo estandar puede identificarse univocamente me-
diante el producto e;H'. En general, para cualquier secuencia binaria y de longitud n, es posible definir el
sindrome s como

s=yH'
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sl y = e; P ¢, 0 sea, y pertenece al coset (I 4 1)-ésimo, entonces obviamente s = e H'. El sindrome es una
secuencia binaria de longitud n — k y correspondiente a cada coset existe un tinico sindrome. Obviamente,
el sindrome correspondiente al primer coset, el cual consiste en las palabras del cdédigo, es s = 0.

Ejemplo. Hallar el arreglo estandar para un cédigo (5,2) con palabras 00000, 01011, 10101, 11110, Hallar
también los sindromes correspondientes a cada coset.
La matriz generadora del cédigo es

1 01 0 1
G= 01 0 11
v la matriz de chequeo de paridad correspondiente a G es
10 1 00
H=(01 010
11 0 0 1

Usando la construccién explicada antes se obtiene el siguiente arreglo estandar

00000 01011 10101 11110 sindrome = 000
10000 11011 00101 01110 sindrome = 101
01000 00011 11101 10110 sindrome = 011
00100 01111 10001 11010 sindrome = 100
00010 01001 10111 11100 sindrome = 010
00001 01010 10100 11111 sindrome = 001
11000 10011 01101 00110 sindrome = 110
10010 11001 00111 01100 sindrome = 111

Suponiendo que el vector recibido r se ha comparado componente a componente con un umbral y el
vector binario resultante es y, es necesario hallar la palabra de cddigo que estd a distancia minima de y.
Primero se busca en que coset se encuenta y. Para hacer esto, se halla el sindrome de y, calculando s = yH'.
Luego de hallar s, en el arreglo estandar se halla el coset correspondiente a s. Suponiendo que el coset guia
correspondiente a este coset es e;, y dado que y pertenece a este coset, serda de la forma e; @ ¢; para algin
¢. La distancia de Hamming de y a cualquier palabra de cédigo ¢; es entonces

d(y,c;) =w(ydcj) = wlerd ¢ & ¢j)

Dado que el codigo es lineal, ¢; ® ¢ = ¢ para algin 1 < k < M. Esto significa que

d(y, ¢;) = w(er @ er)

pero ¢j @ e; pertenecen al mismo coset que y. En consecuencia, para minimizar d(y, ¢; ) es necesario hallar el
elemento de peso minimo en el coset al que pertenece y. Por construccion del arreglo estandar, este elemento
es el coset guia, o sea, se elige ¢, = 0 y entonces ¢; = ¢;. Esto significa que y se decodifica en ¢; hallando

ci=yDde

De esta forma, el procedimiento para la decodificacidén de decisién fuerte (hard decisién) puede resumirse
como sigue

1. Hallar =, la representacién vectorial de la senal recibida.
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2. Comparar cada componente de = con el umbral éptimo y hacer una decisién binaria sobre él para
obtener el vector binario y.

3. Hallar el sindrome s = yH"' de y.
4. Hallar el coset correspondiente a s utilizando el arreglo estandar.

5. Hallar el coset guia correspondiente e y decodificarlo como ¢ =y @ e.

Debido a que en este esquema de decodificacién la diferencia entre el vector y y el vector decodificado ¢
es e, este se denomina frecuentemente el pairén de error. Esto significa que los cosets guia constituyen el
conjunto de todos los patrones de error corregibles.

Para obtener cotas de error en la decodificacién fuerte, es posible notar que, dado que se realiza una
decisién sobre cada bit individual, la probabilidad de error para cada bit para la senalizacién antipodal es

2&
Py =0 [ N_o]
y para senalizacién ortogonal es
&y
Py =0 [ N_o]

La descripcién del canal, entre la palabra de codigo de entrada ¢ y la salida del limitador y, es de entrada
binaria - salida binaria y puede modelarse mediante un canal binario simétrico con probabilidad de cruza-
miento py. Dado que el cddigo es lineal, la distancia entre dos palabras de cddigo ¢; y ¢; es igual a la distancia
entre la palabra de cédigo todo ceros 0 y la palabra de céddigo ¢; © ¢; = ¢. Sin pérdida de generalidad es
posible suponer que se transmite la palabra de cédigo todo cero. Si se transmite 0, entonces la probabilidad
de error, por la cota de unién, no puede exceder (M — 1) veces la probabilidad de decodificar la palabra de
cédigo que esta mas préxima de 0 en el sentido de la distancia de Hamming. Para esta palabra de cédigo ¢,
que estd a una distancia d,,;, de 0, se tiene

dmin dmi ; i .
Zi:(dmm+1)/2 nzm P (1 — pp)dmin=t dpnin, IMpar

p(c|0 enviado) =

1 1

Admin dmzn 11 d _; dmzn d"”;m dpin
Zi:(dmm+2)/2 ; Py (1= pp)men = + : py 2 (I—ps)2 dmin par

o en general,

d

. - dmin . -1

p(c|0 enviado) < E ( ; )Pb(l — pp)dmin
i:[dm,n/2]+1

De esta forma,

d
. < dmin ) -1
p(c|0 enviado) < (M — 1) E ( ; ) Ph(1 = py)dmin
i:[dm,n/2]+1

Esto determina una cota superior sobre la probabilidad de error de un cédigo de bloques lineal utilizando
decodificacién con decisién fuerte (hard decisién). Como se vié aqui, en ambos tipos de decodificacidén dpn
juega un papel principal en la cota de la probabilidad de error. Esto significa que, para un (n, k) especificado,
es deseable tener cédigos con dp;, grande.

Puede mostrarse que la diferencia entre el desempeno de los dos tipos de decodificaciones es rigurosamente
2 dB para un canal AWGN. O sea, la probabilidad de error de un esquema con decodificaciéon de desicién
suave es comparable a un esquema de decisién dura cuya potencia es 2 dB mas alta que para el esquema de
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decisién suave. Puede mostrarse también que si en lugar de la cuantizaciéon de cada componente de r con dos
niveles, se emplea un cuantizador de ocho niveles (tres bits por componente), la diferencia de desempeno con
decisién suave (precision infinita) se reduce a 0.1 dB. Este esquema de cuantizacién multinivel, que resulta
de un compromiso entre las decisiones suave y fuerte, también se denomina en la literatura como decisién
suave.

Ejemplo. Si en el ejemplo de comparacién del desempenio de PSK con un canal AWGN se utiliza decodifi-
cacién con decisién fuerte, ; como cambiaran los resultados?

Aqui py = Q[%] = Q[2.39] = 0.0084 y dynin, = 3. En consecuencia,

7 7 -
pe < ( 5 )pg(l—pb)2+<3 )p§(1_pb)3+...+p5321p§g1.5><10 3

En este caso la codificacién ha disminuido la probabilidad de error en un factor de 2, comparado con 12 del
caso de decision suave.

dmin
C; & : D <{ : —e ¢; dpjgimpar
= e e
Arain
@ o——t—P G2 s
€c €c

Figura 8.16: Relacidn entre e, v dpin.

Deteccién de errores versus correccién de errores. Es posible considerar un c¢édigo de bloques lineal
C con distancia minima d,,;,. Entonces, si se transmite ¢ y se utiliza decodificacién con decision fuerte,
cualquier palabra de codigo serd decodificada correctamente si el receptor y estd maés préximo a ¢ que
cualquier otra palabra de codigo. Esta situacién se muestra en la figura 8.16. Como mostrado, alrededor
de cada palabra de cédigo hay una ”esfera de Hamming” de radio e., donde e, es el niimero de errores
corregibles. Siempre que esas esferas sean disjuntas, el cddigo es capaz de corregir e, errores. La condicién
para que las esferas no se solapen es la siguiente

2e. + 1 < dpmin para dmi, impar
260 + 2 S dmzn para dmzn par

€e

IN
[5V)

dmin=1 para d,;, impar
dmin=2 para dp,;, par

lo cual puede resumirse como

e < |/

2
En algunos casos son de interés procedimientos de decodificacién que puedan detectar errores antes que

corregirlos. Por ejemplo, en un sistema de comunicaciones donde esta disponible un enlace de realimentaciéon
del receptor al transmisor, puede ser deseable detectar si ha ocurrido un error y, si fue asi, solicitar al
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dmin

e } N ] ] ] ! °

€4

Figura 8.17: Relacidn entre e., eq y dpmin-

transmisor mediante el canal de realimentaciéon que retransmita el mensaje. Si la capacidad de deteccién del
error del cédigo es eq, entonces obviamente eg < dpi — 1, dado que si ocurren d,,;,, — 1 errores o menos, la
palabra de cédigo serd convertida en una secuencia no perteneciente al cédigo y de esta forma se detectara
un error. Si es deseable la correccion de errores y la deteccion de errores, entonces existird un compromiso
entre esos requerimientos. La figura 8.17 demuestra esto, ya que de alli se puede concluir que

e.+eg < dmin — 1 (87)

con la condicién adicional e. < eg.

8.5.2 (Cddigos ciclicos

Los cddigos ciclicos son un subconjunto de los cédigos de bloques lineales para los cuales existen codificadores
y decodificadores facilmente implementables. En esta seccidn se estudiara la estructura de los cédigos ciclicos.

Definicién. Un cddigo ciclico es un cédigo de bloques lineal con la condicién adicional que si ¢ es una
palabra de cédigo, un desplazamiento ciclico (un desplazamiento ciclico de una palabra de c¢édigo ¢ =
(€1,¢9, ) Cn1,Cn) se define como ¢V = (¢3,¢3, -+, ¢n_1, Cn, 1)), también es una palabra de cédigo.

Ejemplo. El cédigo {000,110,101,011} es un e¢ddigo ciclico dado que, como puede verificarse facilmente,
es lineal, y un desplazamiento ciclico de cualquier palabra de cédigo es también una palabra de cédigo. El
c6digo {000,010, 101,111} no es ciclico porque, a pesar de ser lineal, un desplazamiento ciclico de 101 no es
una palabra de cédigo.

Estructura de los c¢édigos ciclicos

Para estudiar las propiedades de los cédigos ciclicos es mas simple representar cada palabra de cddigo
como un polinomio denominado el polinomio de la palabra de cédigo. El polinomio de la palabra de cédigo
correspondiente a ¢ = (e1,c¢a, -+, en_1, ¢y se define como

n
c(p) =D e =" e 4 ensip
i=1

El polinomio de ¢! = (ca, -+, Cno1,¢n,c1), €l desplazamiento ciclico de ¢, es

Dp)=cop" L eap" - Fept o

lo cual puede escribirse como

M(p) = pe(p) + a1(p” + 1)

Notar que en el campo binario la suma y la resta son equivalentes, por lo que esto se reduce a
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pe(p) = V(p) + e (p" + 1)

¢M(p) = pe(p) mod (p" + 1)

Si se desplaza ¢(!) una vez mas el resultado también serd una palabra de cédigo y su polinomio asociado serd

@ (p) = pe(p) mod (p" + 1) = p’c(p) mod (p" +1)

donde a(p) = b(p) mod d(p) significa que a(p) y b(p) tiene el mismo resto cuando se dividen por d(p). En
general, para ¢ desplazamientos se tiene el siguiente polinomio

(p) = p'e(p) mod (p" + 1)

Y para ¢ = n se obtiene

C(n)(P) =pTe(p) mod (p" 4+ 1) = (p" + De(p) + e(p) (mod(p™ + 1)) = ¢(p)

El resultado anterior es evidente ya que desplazar cualquier palabra de codigo n veces la deja inalterada.
El teorema siguiente, que se introducird sin prueba (Lin y Costello, 1983) es fundamental para un mejor
estudio de los cddigos ciclicos.

Teorema. En cualquier cédigo ciclico (n, k) todos los polinomios son multiplos de un polinomio de grado
n — k de la forma

g(p) =p" T gep" T 4 gip

denominado polinomio generador, donde g(p) divide a (p" + 1). Ademds, para cualquier secuencia de in-
formacién ® = (w1, 22,23, -+, Tr—1, ;) se tiene el polinomio de secuencia de informacion X(p), definido
por

X(p)=aeip" ap" P appt oy
y cualquier polinomio de palabra de cédigo correspondiente a @ estd dado por e(p) = X(p)g(p).
El hecho que cualquier polinomio de palabra de cédigo es el producto del polinomio generador y la

secuencia de informacién implica que ¢ = (¢1,¢2,--+,¢,) es la convolucidn discreta de las secuencias @ y
g=1(1,92,93 -, 90—k, 1). Esto es muy importante para el disefio de los codificadores ciclicos.

Ejemplo. Para generar un cédigo ciclico (7,4) es necesario un polinomio generador de grado n — k = 3.
Este polinomio debe dividir a p” + 1. Dado que

P+1l=0p+D)PP+p+ D’ +p+1)

los tinicos polinomios de tercer grado que dividen a p” + 1 son p? +p> + 1y p® + p + 1. Es posible elegir
cualquiera de esos polinomios para generar un cédigo ciclico. Si elegimos g(p) = p®+p?+1, y lo multiplicamos
por todos los X (p) de la forma

X(p) = x1p® + 2ap” + 23p + 24
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donde z; es cero o uno, se generan 16 polinomios de palabras de cédigo de los cuales es posible obtener las
palabras de cédigo. El polinomio X (p) es el polinomio de mensaje correspondiente a la secuencia binaria a
ser codificada en general.

Entrada X(p) Palabra de cddigo

0000 0 0 0000000
0001 1 pPP+pi+p 0001101
0010 p pt+pP+p 0011010
0011  p? p° + p* + p? 0110100
0100  p? pS +p® +pd 1101000
0101  p+1 pt+pP+p+1 0010111
0110 p*+p PP+ +pi+p 0101110
1100 p® +p? p° +p* +p® + p? 1011100
1001 pP+1 PP+ 41 1100101
0101  p*+1 pPP+pt+pi+1 0111001
1010 P> +p pPP+pP+pt4p 1110010
0111 p>4+p+1 P+p+1 0100011
1o pP+p*+p PP +pi+p 1000110
1101 p+p? 41 p® +pt+1 1010001
1011 pPP+p+1 PP+t P+t +p+1 1111111
1111 pPPEpi4+p+1l pPPpi4p+1 1001011

Como puede observarse de la tabla, todos los desplazamientos ciclicos de una palabra de cédigo son palabras
de cédigo en si mismas.

La matriz generadora. Dado que la matriz generadora G para un cédigo de bloques lineal no es tinica, para
cualquier cédigo ciclico con un polinomio generador especificado, existen varias matrices generadoras. Aqui
se describe un método para obtener una matriz generadora en la forma sistematica. Una matriz generadora
estd en la forma sistematica si puede escribirse como sigue

G = [I|P]

Por otro lado, todas las filas de una matriz generadora son palabras de cédigo. Esto significa que los
polinomios correspondientes a diferentes filas de la matriz generadora son miiltiplos del polinomio generador
g(z). Por otro lado, la fila i-ésima de la matriz G es

g; = (O’Oa o 'aoa 1a0api,1api,2a o 'api,n—k) 1 S 2 S k

donde las primeras k& componentes de g, son todos ceros excepto la i-ésima componente, la cual es 1 y p; ;
es el (4, j)-ésimo elemento de la matriz P. De esta forma, el polinomio correspondiente a g, serd

9:(P) =1 P T o T 4 pia

Dado que g;(p) es el polinomio de palabra de ¢6digo correspondiente a la palabra de cédigo g;, debe ser un
miltiplo de g(p), el polinomio generador del ¢édigo ciclico bajo estudio. En consecuencia se tiene que

n—k—1

9:(p) = """ + piap + piop" T TP+t piaek = X(p)g(p)
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Ahora, dado que g(p) es de grado n — £, se concluye que

i T A pi o T T g =" (mod g(p) 1<i<k

Esta relacién muestra que teniendo g(p) es posible hallar los p; ; paratodo 1 <i<kyl<j<n-—k En
consecuencia, P puede obtenerse de g(p) y asi obtener G, la matriz generadora.

Ejemplo. Hallar la matriz generadora en la forma sistemdtica para un c¢édigo ciclico (7,4) generado por

g(p) = p° +p° + 1.
Es posible observar que

pPmod(p® +p* +1) = p’+p
pPmod(p® +p*+1) = p+1
ptmod(p® +p*+1) = p*Hp+1
pPmod(p® +p*+1) = p*4+1

Entonces, teniendo los p; ; es posible obtener la matriz G como sigue

10 0 01 1 0
01 0 0 0 1 1
G= 0010111
0001101
Ambos conmuta-
8t g 6 L] I dores cambian
w3 de posicion
después de la
transmision de
i los primeros k

bits.

Bits de mensaje —1

Secuencia

— codificada
Bits de chequeo de paridad

Figura 8.18: Implementacién de un codificador ciclico.

Codificacién de los cédigos ciclicos. Comparados con la clase general de los cédigos de bloques lineales,
los codigos ciclicos tienen una estructura constructiva que permite una implementacién de los codificadores
mas simple. Los codificadores ciclicos pueden implementarse mediante registros de desplazamiento. En esta
seccon se examinaran algunas estructuras basicas para la codificacién de cédigos ciclicos. Un codificador
ciclico facilmente implementable se basa en la observacién que cualquier polinomio de palabra de cédigo puede
obtenerse multiplicando el polinomio generador g(p) por la secuencia de entrada X(p), o equivalentemente,
convolucionando las secuencias @ y p. Esto puede hacerse facilmente mediante una estructura semejante a
la de un filtro digital como ilustrado en la figura 8.18.
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Ambos conmuta-
dores cambian
de posicion
después de la
transmision de
los primeros k
bits.

Bits de mensaje —

- Secuencia codificada

Bits de chequeo de paridad 2

Figura 8.19: Estructura del codificador para un cédigo ciclico de Hamming (7, 4).

Ejemplo. La estructura del cédigo ciclico (7,4) se ilustra en la figura 8.19.

Cdédigos BCH. Los c¢édigos Bose, Chaudhuri y Hocquenghem (BCH) son un subconjunto de los cédigos
ciclicos que, en general, pueden disenarse para la correccién de ¢ errores. FEsta versatilidad de diseno y la
existencia de un algoritmo eficiente de decodificacién para esos cédigos (el algoritmo de Berlekamp-Massey)
hace a esos cddigos particularmente atractivos.

Para ser mas especificos, para cualquier m y ¢, existe un cédigo BCH con parametros

n = 27 -1
n—k < mt

Dado que m y t son arbitrarios, el disenador del sistema de comunicaciones tiene un gran ntimero de
selecciones en esta familia de cédigos. Los cdédigos BCH estan muy bien tabulados. La tabla 8.2 muestra los
coeficientes de los polinomios generadores para cédigos BCH de longitudes 7 < n < 255. Los coeficientes de
g(p) se dan en forma octal. Asi los coeficientes del polinomio generador de un cédigo (15,5) son 2467, lo
que en forma binaria corresponede a 10, 100, 110, 111. En consecuencia, el polinomio generador para este
codigoes g(p) =p"* +p°+p° +p* +p* +p+ L.

. | [ J
| } - — - 1 Codificador | } 1 1 -+ 1

Figura 8.20: Codificador Reed - Solomon.

Cédigos Reed-Solomon. Los cédigos Reed-Solomon son un subconjunto de los cddigos BCH y pertenecen
entonces a la familia de los cédigos ciclicos. Los cédigos Reed-Solomon son cédigos no binarios, o sea, en una
palabra de cédigo ¢ = (e1,¢2,- -+, en), los elementos ¢;, 1 < < N son mienbros de un alfabeto ¢-ario. En la
mayoria de los casos practicos ¢ se elige como una potencia de 2, ¢ = 2*. En tal caso, k bits de informacién
se mapean en un unico elemento del alfabeto ¢-drio y luego, utilizando un c¢édigo Reed-Solomon (N, K),
K simbolos g-arios se mapean en N simbolos ¢-arios y luego son transmitidos por el canal. La figura 8.20
muestra este procedimiento.
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n k t g(p
7 4 1 13
5 11 1 23
72 721
5 3 2467
31 2 1 45
21 2 3551
16 3 107657
11 5 5423325
6 7 313365047
63 57 1 103
51 2 12471
45 3 1701317
39 4 166623567
36 5 1033500423
30 6 157464165547
24 T 17323260404441
18 10 1363026512351725
16 11 6331141367235453
10 13 472622305527250155
7 15 5231045543503271737
127 120 1 211
113 2 41567
106 3 11554743
99 4 3447023271
92 5 624730022327
85 6 130704476322273
78 T 26230002166130115
719 6255010713253127753
64 10  1206534025570773100045
57 11 335265252505705053517721
50 13 54446512523314012421501421
43 14 17721772213651227521220574343
36 15 3146074666522075044764575721735
29 21  403114461367670603667530141176155
22 23 123376070404722522435445626637647043
15 27  22057042445604554770523013762217604353
8 31 7047264052751030651476224271567733130217
9255 247 1 435
239 2 267543
231 3 156720665
223 4 75626641375
215 5 23157564726421
207 6 16176560567636227
199 7 7633031270420722341
191 8 2663470176115333714567

Tabla 8.2: Coeficientes de los polinomios generadores de algunnos cédigos BCH.

375
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k

t

9(p)

187
179
171
163
155
147
139
131
123
115
107
99
91
87
79
71
63
99
47
45
37
29
21
13

9
10
11
12
13
14
15
18
19
21
22
23
25
26
27
29
30
31
42
43
45
47
99
59
63

52755313540001322236351

22624710717340432416300455

15416214212342356077061630637

7500415510075602551574724514601

3757513005407665015722506464677633

1642130173537165525304165305441011711

461401732060175561570722730247453567445
215713331471510151261250277442142024165471
120614052242066003717210326516141226272506267
60526665572100247263636404600276352556313472737
22205772322066256312417300235347420176574750154441
10656667253473174222741416201574332252411076432303431
6750265030327444172723631724732511075550762720724344561
110136763414743236435231634307172046206722545273311721317
66700035637657500020270344207366174621015326711766541342355
24024710520644321515554172112331163205444250362557643221706035
10754475055163544325315217357707003666111726455267613656702543301
731542520350110013301527530603205432541432675501056570444260354 73617
2533542017062646563033041377406233175123334145446045005066024552543173
152020560552341611311013463764237401563670024470762373033202157025051541
5136330255067007414177447245437530420735706174323432347644354737403044003
3025715536673071465527064012361377115342242324201174114060254757410403565037
1256215257060332656001773153607612103227341405653074542521153121614466513473725
464173200505256454442657371425006600433067744547656140317467721357026134460500547
157260252174724632010310432553551346141623672120440745451127661155477055616775516057

Tabla 8.3: Coeficientes de los polinomios generadores de algunnos cédigos BCH (continuacién).
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Un cédigo Reed-Solomon es un cédigo BCH definido por los siguientes parametros

N = ¢g-1=2"-1
K = 1,2,3,--- N—1
Dpin = N—-—K+1
K
R. = —
N

Este codigo es capaz de corregir hasta

= |——

errores de simbolo.

Los cédigos Reed-Solomon tienen particularmente buenas propiedades de distancia, son totalmente ade-
cuados para la utilizacién junto con modulacién ¢-aria, y son ttiles en situaciones donde los errores tienden a
aparecen en rdfagas antes que aleatoriamente. Esta ultima propiedad es una consecuencia de que las rafagas
causan solo algunos errores de simbolo en un cédigo Reed-Solomon, lo cual puede corregirse facilmente.

Los co6digos Reed-Solomon también pueden concatenarse con un codigo binario para proveer altos niveles
de proteccién contra errores. El cédigo binario utilizado en concatenacién con el cdédigo Reed-Solomon puede
ser un codigo en bloques o un cédigo convolucional. El codificador binario y el decodificador binario se ubican
a la derecha antes del modulador y después del demodulador y se denominan par codificador-decodificador
interno. Si el cédigo interno es de tipo (n, k), la combinacién del codificador interno, el modulador digital,
la senal del canal, el demodulador digital y el decodificador interno, pueden considerarse como un canal
cuya entrada y salida son bloques binarios de longitud k, o equivalentemente, elementos de un alfabeto
q-ario donde ¢ = 2%, Entonces puede utilizarse el cédigo Reed-Solomon (usualmente denominado el cédigo
externo) sobre este canal de entrada ¢-dria y salida ¢-aria para proveer mayor proteccién contra errores.
Puede verse facilmente que si las tazas de los cédigos interno y externo son r. y R, respectivamente, la taza
del cédigo concatenado sera

R=R.r.

Datos de X

entrada | Cedificador Codificador

—_—] externo interno Modulador Canal
N, K) (n, k)
Datos de
salida  |Decodificador Decodificador
——] - . -t Demodulador
€xterno nterno

Figura 8.21: Diagrama en bloques de un sistema de comunicaciones con codificacién concatenada.

También, la distancia minima del codigo concatenado es el producto de las distancias minimas de los cédigos
interno y externo. La figura 8.21 muestra un diagrama de bloques de un sistema de comunicaciones digitales
que emplea el esquema de codificacién concatenada.

8.6 Codificacién convolucional

Los cédigos convolucionales son diferentes de los cddigos en bloques por la existencia de memoria en el
esquema de codificacién. En los codigos de bloques, cada bloque de & bits de entrada se mapea en un bloque
de longitud de salida de n bits mediante un procedimiento definido por el cddigo (por ejemplo, mediante G
o ¢g(p)) e independientemente de las entradas previas al codificador. La taza de ese cédigo esta dada por
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k

R, =—

n
En los cédigos convolucionales cada bloque de k bits se mapea nuevamente en un bloque de n bits para
ser transmitido por un canal, pero esos n bits no estan solo determinados por los &k bits de informacién sino
también por los bits de informacién previos. Esta dependencia de los bits de informacién previos hace que

el codificador sea una maquina de estados finita.

! Lk etapas !

IS
—_— ] 2 sen k 1 2 ces k [o——ee—] 1 2 . k
Bits de
informacién

Secuencia codificada

>(_

al modulador

Figura 8.22: Diagrama en bloques de un codificador convolucional.

Para ser mas especifico, el diagrama de bloques de un codificador convolucional se muestra en la figura
8.22. El codificador convolucional consiste en un registro de desplazamiento con kL etapas donde L se
denomina la longitud restringida del cédigo. En cada instante de tiempo entran al registro de desplazamiento
k bits de informacién y el contenido de las ultimas k etapas del registro de desplazamiento se elimina.
Después de que k bits han entrado al resgistro de desplazamiento, se calculan n combinaciones lineales de
los contenidos del registro de desplazamiento, como mostrado en la figura, y se utilizan para codificar la
senal. De este procedimiento de codificacién es obvio que las n salidas del codificador dependen no solo de
los k& bits mas recientes que han entrado al codificador sino también del contenido de las primeras (L — 1)k
etapas del registro de desplazamiento antes que los k bits hubieran llegado. En consecuencia, el registro de
desplazamiento es una maquina de estados finita con 2(=D% estados. Dado que para k bits de entrada se
tienen n bits de salida, la taza del cédigo es

Ejemplo: En la figura 8.23 se muestra un codificador convolucional. En este codificador: & = 1, n = 2
v L = 3. En consecuencia, la taza del cddigo es % y el ntimero de estados es 2(6=D% = 4. Una forma de
describir este cédigo (diferente a dibujar el codificador) es especificar como dependen los dos bits de salida
del codificador de los contenidos del registro de desplazamiento. Esto se hace usualmente especificando
n vectores gy, g,, -+, g,, conocidos como secuencias generadoras del cédigo convolucional. La i-ésima
componente (1 < i < kL) de g;, 1 <Jj < n, es uno si la i-ésima etapa del registro de desplazamiento esta
conectada al combinador correspondiente al j-ésimo bit de salida, y cero en otro caso. En este ejemplo, las
secuencias generadoras estan dadas por

g, =[101]  g,=[111]
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| N

Figura 8.23: Codificador convolucional de taza R, = 1/2.

8.6.1 Propiedades basicas

0/00
o1l 00 il
o1
ol 10

1/00

‘M %
11

1/01

Figura 8.24: Diagrama de transicién de estados para el codificador de taza 1/2.

Dado que un codificador convolucional tiene memoria finita, puede representarse facilmente mediante un
diagrama de transicion de estados. En este diagrama de transicion, cada estado del codificador convolucional
se representa mediante un bloque y las transiciones entre estados son lineas que conectan cada bloque. Sobre
cada linea estan especificadas tanto las entradas que causan la transicion como las salidas correspondientes.
El nimero de lineas que emergen de cada estado es en consecuencia igual al nimero de entradas posibles
al codificador de ese estado, la cual es igual a 2F. EI mimero de lineas que van hacia cada estado es
igual al nimero de estados del cual es posible una transicién hacia ese estado. Este es igual al nimero de
combinaciones de bits posibles que dejan el codificador cuando k bits entran al codificador. Ese nimero es
nuevamente 2. La figura 8.24 muestra el diagrama de transicién de estados para el cédigo convolucional de

la figura 8.23.

Un segundo, y mas popular, método para describir cédigos convolucionales es especificar su diagrama
trellis. El diagrama trellis es una forma de mostrar la transicion entre varios estados cuando el tiempo
evoluciona. El diagrama trellis se obtiene especificando todos los estados sobre un eje vertical y repitiendo
este eje vertical a lo largo del eje de tiempos. Luego, cada transicién de un estado a otro se especifica por
una linea conectando los dos estados sobre dos ejes verticales correspondientes a los dos instantes de tiempo.
En cierto sentido el diagrama trellis no es nada mas que una repeticién del diagrama de transicién de estados
a lo largo del eje de tiempos. Como en el caso del diagrama de transicién de estados, se tiene 2* ramas de
la trellis dejando cada estado y 2% ramas volviendo a cada estado. En el caso en que k = 1, es comin notar
la rama correspondiente a la entrada 0 al codificador mediante una linea llena y la rama correspondiente a
la entrada 1 al codificador con una linea a trazos. La figura 8.25 muestra el diagrama trellis para el cédigo
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Figura 8.25: Trellis para el codificador de taza 1/2.

descripto mediante el codificador de la figura 8.23.

Codificacién. El procedimiento de codificacidén en un cédigo convolucional es muy simple. Se supone que
el codificador se carga con ceros antes que el primer bit de informacién entre. Los bits de informacién entran
al codificador de a k bits por vez y los n bits de salida correspondientes se transmiten por el canal. Este
procedimiento continia hasta que el ultimo grupo de k bits se carga en el codificador y los n bits de salida
correspondientes se envian por el canal. Se supondra, por simplicidad, que después del dltimo conjunto de
k bits entra al codificador otro conjunto de k(L — 1) bits todos ceros y las n salidas correspondientes se
transmiten por el canal. Esto hace que el codificador quede listo para la préxima transmision.

Ejemplo ;Cual es la secuencia codificada correspondientes a la secuencia de informacién @ = (1101011) en
el cédigo convolucional mostrado en la figura 8.237

Es suficiente notar que el codificador esta en el estado 0 antes de la transmision, y también después de que
el dltimo bit de informacién sea transmitido. Esto significa que la secuencia transmitida es #; = (11010110).
usando esta secuencia de transmisién, se obtiene la siguiente secuencia codificada ¢ = (111010000100101011).

Funcién transferencia. Para cada cédigo convolucional, la funcién transferencia provee informacién sobre
los diferentes caminos a través de la trellis que comienzan en el estado todo ceros y vuelven a ese estado
por primera vez. De acuerdo a la convencién de codificacién descripta antes; cualquier palabra de cédigo de
un codificador convolucional corresponde a un camino a través de la trellis que comienza en el estado todo
ceros y vuelve al estado todo ceros. Como se vera posteriormente, la funcién transferencia de un cédigo
convolucional juega un papel principal para obtener una cota para la probabilidad de error del cédigo. Para
obtener la funcién transferencia de un cédigo convolucional, se divide el estado cero en dos estados, uno que
especifica el estado de comienzo y el otro el primer retorno al estado todo ceros. Todos los otros estados se
especifican como estados intermedios.

Se define una funcién de la forma D*N?J, correspondiente a cada rama que conecta dos estados, donde
« es el nimero de unos en la secuencia de bit de salida de cada rama y 5 es el nimero de unos en la secuencia
de bits de entrada para esa rama.

La funcién transferencia del codigo convolucional es entonces la funcién transferencia del diagrama de
flujo entre el estado todo ceros de inicio y el estado todo ceros final y serd una funcién de tres parametros
D, N, J, especificada por T(D, N, J). Cada elemento de T(D, N, J) corresponde a un camino de la trellis,
comenzando del estado todo ceros y terminando en el estado todo ceros. El exponente de J indica el niimero
de ramas abarcadas por ese camino, el exponente de 1D muestra el nimero de unos en la palabra de cédigo
correspondientes a ese camino (o, equivalentemente, la distancia de Hamming de la palabra de c¢édigo a la
palabra de cédigo todo ceros), y finalmente el exponente de N indica el nimero de unos en la secuencia de
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informacién de entrada.

Dado que T(D, N, J) indica las propiedades de todos los caminos a través de la trellis comenzando del
estado todo ceros y volviendo a él por primera vez, entonces al obtenerla, cualquier lazo en el estado todo
ceros debe ignorarse. Para obtener la funcién transferencia del cédigo convolucional es posible utilizar las
reglas para obtener la funcién transferencia de un diagrama de flujo.

DNJ
X4
DNJ DJ
D’NJ DJ oy
Xo XN Xe

Figura 8.26: Diagrama de flujo para hallar la funcién transferencia.

Ejemplo Hallar la funcién transferencia del cédigo convolucional de la figura 8.23.

La figura 8.26 ilustra el diagrama utilizado para obtener la funcién transferencia de este cédigo. El cédigo
tiene un total de cuatro estados especificados por los contenidos de las dos primeras etapas del registro de
desplazamiento. Se especificaran esos estados mediante las siguientes letras

00 —a
01 —1b
10 —=¢
11 —d

Como puede verse en la figura, el estado a se divide en dos estados @’ y a”’, o sea los estados de comienzo y
de retorno. Usando relaciones de diagramas de flujo es posible escribir

X, = X D*NJ+NJX,
Xy, = DJXs+ DJX.
Xqs = DNJX.+DNJX,
Xow = D?NJX,

Eliminando X3, X. y X4 se obtiene que

T(D,N,J) = 2 = DN
T X T 1-DNJ - DNJ?

Expandiendo T(D, N, J) en la forma de un polinomio se obtiene

T(D,N,J)=D’NJ?+ DSN2J* 4+ D'N3J5 + ...

Esto indica que existe exactamente un camino a través de la trellis comenzando del estado todo ceros y
volviendo al estado todo ceros por primera vez, que abarca tres ramas, correspondiente a la secuencia de
informacién de entrada que contiene un 1 (y de esta forma, dos ceros) y la palabra de cédigo para este
camino tiene un peso de Hamming igual a 5. Este camino se indica con lineas llenas en la figura 8.27. Este
camino es similar al de la palabra de cdédigo de peso minimo de cédigos de bloques. En realidad, este camino
corresponde a la palabra de cédigo que esta a ”distancia minima” de la palabra de cédigo todo ceros. Esta
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Figura 8.27: El camino correspondiente a D® N.J3 en el cédigo representado en la figura 8.23.

distancia minima, que es igual a la potencia minima de D en la expansién de T(D, N, .J), se denomina la
distancia libre del codigo, dfr... La distancia libre del cédigo anterior es igual a 5. La forma general de la
funcién transferencia es entonces

T(D,N,J)= Y a¢D'N/W o9

d=dyrce

Una forma mas corta de la funcién transferencia, que provee solo informacién de los pesos de las palabras
de cbdigo, puede obtenerse de T(D, N, J) haciendo N = J = 1. Esta forma mds corta estd dada por

oQ

Ty(D)= > aqD*

d=dyrce

y se utilizara mas tarde para obtener una cota sobre la probabilidad de error de cédigos convolucionales.

Ejemplo. Para el cédigo de la figura 8.23 se tiene que

T(DN.J) = DN J? D
) T 1—DNJ—-DNJ%|\_,_, 1-2D

— D5+2D6+4D7+2222D5+2
1=0

Cédigos catastrdficos. Un cddigo convolucional mapea una secuencia larga de bits de entrada en una
palabra de cédigo a ser transmitida por el canal. El proposito de la codificacién es proveer altos niveles de
proteccion contra el ruido de canal. Obviamente, un cédigo que mapea secuencias de informacién que no
estan apartadas en palabras de cddigo no es un buen cédigo, porque esas dos palabras de cédigo pueden ser
confundidas facilmente y el resultado sera un mayor nimero de errores de bit en el flujo de informacién. Un
caso limite de esta propiedad indeseable sucede cuando dos secuencias de informacién que son diferentes en
un numero infinito de posiciones se mapean en palabras de cédigo que difieren solo en un nimero finito de
posiciones. En tal caso, dado que las palabras de cédigo difieren en un nimero finito de bits, existe siempre
la probabilidad que ellos sean decodificados erroneamente, y esto a su vez resulte en un ndmero infinito
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de errores al detectar la secuencia de informacion de entrada. Los cddigos que exiben esta propiedad se
denominan cddigos catastréficos y deberian ser evitados en la préactica.
Como ejemplo de un cédigo catastréfico, es posible considerar el cédigo (2, 1) descripto por

g, =[110] g,=[011]

Figura 8.28: Codificador y diagrama de transicién de estados para un cédigo catastrofico.

El codificador y el diagrama de transiciéon de estados para este cédigo se muestran en la figura 8.28. Como
puede verse en el diagrama, existe un lazo en el estado 711”7 que corresponde a la entrada ”1” al codificador
v las salidas correspondientes consisten en todo ceros. En consecuencia, si la secuencia de informacién de
entrada consiste en todos unos, la salida correspondiente sera

¢ = (1001000 - --0001001)

Si comparamos esta palabra de cédigo con la palabra de cddigo correspondiente a la secuencia de informacién
todo ceros

¢y = (0000000 - - -0000000)

es posible observar que, a pesar que las secuencias de informacién son diferentes en un gran nimero de
posiciones, las secuencias de salida correspondientes estdn muy préximas (la distancia de Hamming es solo
4) y, en consecuencia, para un gran nimero de transmisiones, esos bits pueden estar en error muy facilmente.
La existencia de tales lazos correspondientes a k entradas, que no son todo ceros y para los cuales las n salidas
son todos ceros, muestra que un codigo es catastréfico y deberia, en consecuencia, evitarse.

8.6.2 Decodificacién 6ptima de la codificacién convolucional: El algoritmo de
Viterbi

En la discusién de los diferentes esquemas de decodificacién para cédigos de bloques, se vio que existe la
posibilidad de realizar decodificacién con decisién suave o decision fuerte. En la decodificacién con decision
suave, el vector de las salidas de los filtros acoplados r se compara con los diferentes puntos de la constelacion
del sistema de modulacién codificado y se elige aquel mas proximo a él en distancia Euclidiana. En el caso de
decisién fuerte = se convierte primero en una secuencia binaria y se hacen decisiones sobre las componentes
individuales de 7, y luego se elige la palabra de cédigo que estd mas proxima de y en el sentido de la
distancia de Hamming. Puede verse que en las dos soluciones una tarea fundamental es hallar un camino
a través de la trellis que esté a una distancia minima de la secuencia dada. Esos problemas fundamentales
aparecen en varias areas de las comunicaciones y otras disciplinas de la ingenieria eléctrica. Particularmente,
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el mismo problema se encuentra en la estimacién de secuencias de maxima verosimilitud (MLSD) cuando
se transmite sobre canales de ancho de banda limitado con IST (Capitulo 6), demodulacién de esquemas de
CPM (Capitulo 7), reconocimiento de voz, algunos esquemas de clasificacién de patrones, etc. Todos esos
problemas son esencialmente el mismo y pueden denominarse como algoritmos de bisqueda dptima sobre
trellis. El conocido algoritmo de Viterbi, descripto previamente, provee una solucion satisfactéria a todos
esos problemas.

En la decodificacién con decision fuerte de un cédigo convolucional, se desea elegir el camino a través de
la trellis cuya palabra de cédigo, ¢, esta a distancia de Hamming minima de la secuencia recibida cuantizada
y. En la decodificacién con decisién fuerte el canal es binario y sin memoria (como el canal no tiene memoria
se concluye que el ruido del canal es blanco). Dado que el camino deseado comienza del estado todo ceros y
vuelve al estado todo ceros, se supondra que este camino abarca un total de m ramas, y dado que cada rama
corresponde a n bits de la salida del codificador, el nimero total de bits en ¢ y y es mn. Las secuencias de
bits correspondientes a la i-ésima rama seran ¢; y y,, respectivamente, donde 1 <7 < m y cada ¢; y y; es
de longitud n. La distancia de Hamming entre ¢ y y es en consecuencia

m

de,y) = d(ei,y;) (8.8)

i=1
En la decodificacién de decisién suave se tiene una situacion similar con tres diferencias,

1 En lugar de y se trabaja directamente con el vector r, el vector de salida del demodulador digital (ya sea
del tipo filtro acoplado o correlador).

2 En lugar de la secuencia binaria ¢ se trabaja con la secuencia correspondiente ¢’ con (para senales
antipodales)

/ \/E Sicijzl

C . = aral<i1<myl<j3<n.
K {—\/E SZ'CZ']'IO P - = yEsI=

3 En lugar de la distancia de Hamming se utiliza la distancia Euclidiana. Esta es una consecuencia de que
el canal bajo estudio es AWGN.

De lo anterior se tiene que

d%(c',r) = Zd%(cg,ri) (8.9)

De (8.8) y (8.9) puede verse que la forma genérica del problema que es necesario resolver es: dado un
vector a hallar un camino a través de la trellis, que comienza en el estado todo ceros y termina en el estado
todo ceros, tal que se minimize alguna medida de distancia entre @ y una secuencia b correspondiente al
camino deseado. El aspecto importante que hace a este problema facil de resolver es que la distancia entre
a y b, en ambos casos de interés, puede escribirse como la suma de distancias correspondientes a las ramas
individuales del camino.

Es posible suponer ahora que se trabaja con un cédigo convolucional con & = 1. FEsto significa que
existen solo dos ramas entrando a cada estado de la trellis. Si el camino éptimo en un cierto punto pasa
a través del estado S, existen dos caminos que conectan los estados previos S y S2 a ese estado (ver la
figura 8.29). Si se desea ver cual de esas dos ramas es un buen candidato para minimizar la distancia total,
es necesario sumar las métricas totales (minimas) en los estados S; y S» a las métricas de las ramas que
conectan esos dos estados al estado S. Luego, obviamente, la rama que tiene la acumulacién de métrica
minima hasta el estado S es candidata a ser considerada para todos los estados posteriores a 5. Esta rama
se denomina superviviente en el estado S y la otra rama simplemente no es una candidata adecuada y se
descarta. Después de determinar el superviviente en el estado S, se guarda también la métrica hasta ese
estado y se pasa al estado siguiente. Este procedimiento continiia hasta alcanzar el estado todo cero al final
de la trellis. Para casos donde & > 1, la unica diferencia es que en cada etapa es necesario elegir un camino
superviviente entre 2* ramas que conducen al estado S.

El procedimiento anterior puede resumirse en el siguiente algoritmo conocido como algoritmo de Viterbi,
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[ ] ] Si p(S)) + WUIS;S) < p(S~) + p(SHS),

entonces 5,5 es el superviviente.

Si u(SH) + U(528) > W(Sy) + 1S, S),

o b ) entonces 5>5 es el superviviente.
® S } L]
o S, ]

Figura 8.29: FEl algoritmo de Viterbi.

1 Dividir la secuencia recibida en m secuencias cada una de longitud n.

2 Dibujar la trellis de profundidad m para el codigo bajo estudio. Para las dltimas L — 1 etapas de la trellis
dibujar solo los caminos correspondientes a las secuencias de entrada todo ceros (esto se hace porque
se conoce que la secuencia de entrada ha sido rellenada con k(L — 1) ceros).

3 Hacer [ = 1 y la métrica del estado todo ceros inicial igual a cero.

4 Hallar la distancia de la subsecuencia [-ésima de la secuencia recibida a todas las ramas conectando la
etapa l-ésima a la etapa ({ 4 1)-ésima de la trellis.

5 Sumar esas distancias a las métricas de los estados de la [-ésima etapa para obtener las métricas candidatas
para los estados de la ({4 1)-ésima etapa. Para cada estado de la (/+1)-ésima etapa exiten 2¥ métricas
candidatas cada una correspondiente a una rama terminando en ese estado.

6 Para cada estado en la estapa ({4 1)-ésima, elegir la menor métrica candidata e identificar la rama corres-
pondiente a este valor minimo como la superviviente, y asignar el minimo de las métricas candidatas
como las métricas de los estados de la (I + 1)-ésima etapa.

7 Sil = m, ir al préoximo paso, sino incrementar [ en 1 e ir al paso 4.

8 Comenzando con el estado todo ceros en la (m + 1)-ésima etapa, ir hacia atrds a través de la trellis
siguiendo las ramas supervivientes hastas alcanzar el estado todo ceros inicial. Este camino es el
camino éptimo y la secuencia de bits de entrada correspondiente a él es la secuencia de informacién
decodificada en sentido de maxima verosimilitud. Para obtener una mejor seleccion de la secuencia de
bits de entrada, remover los tltimos k(L — 1) ceros de esta secuencia.

Como puede verse del algoritmo, el retardo de decodificacién y la cantidad de memoria requerida para una
secuencia de informacion larga es inaceptable. La decodificacion no puede comenzar hasta que la secuencia
completa (que en caso de codificadores convolucionales puede ser muy larga) sea recibida, y el total de
los caminos supervivientes sea almacenado. En la practica se desea una solucién subéptima que no cause
esos problemas. Una aproximacién posible, denominada truncamiento de la memoria de caminos, es que el
decodificador en cada etapa busque solo § etapas hacia atras en la trellis y no hasta el comienzo de la trellis.
Con esta aproximacién en la (§ + 1)-ésima etapa, el decodificador hace una decisién sobre los bits de entrada
correspondientes a la primera etapa de la trellis (los primeros k bits) y los futuros bits recibidos no cambian
esta decision. Esto significa que el retardo de decodificacién sera de k6 bits y solo se requiere mantener los
caminos supervivientes correspondientes a las dltimas 6 etapas. A través de simulaciones computacionales
es posible verificar que, si 6 > 5L, la degradacién del desempeno debido al truncamiento de la memoria de
los caminos es despreciable.
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Ejemplo. Es posible suponer que en decodificacién con decisién fuerte la secuencia cuantizada recibida es

y = (01101111010001)

Este cédigo convolucional se muestra en la figura 8.23. Hallar la secuencia de informacién de maxima
verosimilitud y el nimero de errores.

Secuencia

recibida = (Ol 10 11 11 01 00 01

4

00 0, .

il
11

® ®

® ®

® [ ]

Figura 8.30: Diagrama trellis para la decodificacién de Viterbi de la secuencia (01101111010001).

Se trata de un cédigo (2,1) con L = 3. La longitud de la secuencia recibida y es 14. Esto significa que
m = Ty es necesario dibujar una trellis de profundidad 7. Notar también que debido a que la secuencia de
informacién estd rellenada con k(L —1) ceros para las dos etapas finales de la trellis, se dibujan solamente las
ramas correspondientes a las entradas todo cero. Esto significa también que la longitud real de la secuencia
de entrada es b, la cual, después de rellenada con dos ceros se ha incrementado a 7. La trellis para este caso
se muestra en la figura 8.30.

La secuencia recibida dividida y también se muestra en esta figura. Notar que al dibujar las dos dltimas
etapas de la trellis se ha considerado solamente las entrada cero al codificador (notar que en las etapas finales
no existen lineas a trazos correspondientes a entradas 1). Ahora la métrica del estado inicial todo cero se
inicializa y se calculan las métricas de la préxima etapa.

En este paso hay una sola rama entrante a cada estado, en consecuencia no hay comparacién, y las
métricas (que son las distancias de Hamming entre esa parte de la secuencia recibida y las ramas de la
trellis) se suman a la métrica de la etapa previa.

En la préxima etapa no existe comparacion tampoco.

En la tercera etapa, por primera vez se tienen dos ramas entrando a cada estado. Esto significa que es
necesario hacer una comparacién y deben elegirse las supervivientes. De las dos ramas que entran en cada
estado, la métrica que corresponde al menor total acumulado permanece como una superviviente y las otras
ramas se descartan.

Si en cualquier etapa resultan dos caminos con la misma métrica, cada una de ellas puede ser una
superviviente. Tales casos se han marcado con 77”7 en el diagrama trellis.

El procedimiento continia hasta el estado todo ceros final de la trellis y luego comenzando desde ese
estado es necesario moverse a lo largo de los caminos supervivientes hacia el estado todo ceros inicial. Este
camino, la linea gruesa en el diagrama de la trellis, es el camino éptimo. La secuencia de bits de entrada
correspondiente a este camino es 1100000, donde los tdltimos dos ceros no son bits de informacion sino
que fueron adicionados para retornar al codificador al estado todo ceros. En consecuencia, la secuencia de
informacién es 11000. La palabra de cédigo correspondiente para el camino seleccionado es 11101011000000,
la cual esta a una distancia de Hamming de 4 de la secuencia recibida. Todos los otros caminos a través de la
trellis corresponden a palabras de cddigo que estan a mayor distancia de Hamming de la secuencia recibida.
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Para el caso de la decodificacion con decisiéon suave el procedimiento es similar pero con las distancias
de Hamming sustituidas por distancias Euclidianas al cuadrado.

Otros algoritmos para decodificacién. El algoritmo de Viterbi provee decodificacién de maxima vero-
similitud para cddigos convolucionales. Sin embargo, como se ha discutido, la complejidad del algoritmo es
proporcional al numero de estados de la trellis. Esto significa que la complejidad del algoritmo aumenta
exponencialmente con la longitud restringida de los c6digos convolucionales. En consecuencia, el algoritmo
de Viterbi puede aplicarse solo sobre codigos con bajas longitudes restringidas, usualmente 10 o menor. Para
longitud restringidas mayores se han propuesto otros esquemas de decodificacién subéptimos ,tales como: la
decodificacién secuencial de Wozencraft (1957), el algoritmo de Fano (1963), el algoritmo de pila (Zigangirov,
1966 y Jelinek, 1969), el algoritmo de decodificacién con realimentacién (heller, 1975) y la decodificacién
con légica de mayoria (Massey, 1963).

8.6.3 Cotas sobre la probabilidad de error de c6digos convolucionales

La busqueda de cotas sobre la probabilidad de error de los cédigos convolucionales es diferente de la realizada
en el caso de cédigos de bloques, debido a que se trabaja con secuencias de longitud muy grande y, como
la distancia libre de esos codigos es usualmente muy pequena, ocurrirdn eventualmente algunos errores.
El nimero de errores es una variable aleatéria que depende de las caracteristicas del canal (SNR en la
decodificacién con decisién suave y probabilidad de cruzamiento en la decodificacién con deteccidn fuerte)
y la longitud de la secuencia de entrada. Cuanto mas larga sea la secuencia de entrada mayor sera la
probabilidad de errores. En consecuencia, tiene sentido normalizar el nimero de errores de bit en relacion a
la longitud de la secuencia de entrada. Una medida que se adopta usualmente para comparar el desempeno
de codigos convolucionales es el nimero esperado de bits recibidos en error por bit de entrada.

-1 ! I+1
[
.
® [ ] ] [ ] . L

Figura 8.31: Camino correspondiente al primer evento de error.

Para hallar una cota sobre el nimero promedio de bits en error por cada bit de entrada es necesario
obtener primero una cota sobre el nimero promedio de bits en error por cada secuencia de entrada de
longitud k. Para determinar esto, se asumira que se transmite la secuencia todo ceros y, hasta la etapa [
de la decodificacién, no hubo errores. Ahora, k bits de informacidén entran al codificador y resultan en el
desplazamiento a una nueva etapa en la trellis. El interés apunta a encontrar una cota sobre el nimero
esperado de errores que pueden ocurrir debido a este bloque de entrada de longitud k. Como se asume que
hasta la etapa [ no han existido errores, entonces hasta esa etapa el camino todo ceros a través de la trellis
tiene la métrica minima. Luego, moviendose a la préxima etapa (I 4+ 1), es posible que otro camino a través
de la trellis tenga una métrica menor que la del camino todo ceros y en consecuencia cause errores. Si esto
sucede, se debe tener un camino a través de la trellis que converge con el camino todo ceros, por primera vez
en la (I + 1)-ésima etapa y que tiene una métrica menor que el camino todo ceros. Tal evento se denomina
el primer evento de errory la probabilidad correspondiente se denomina probabilidad del primer evento de
error. Esta situacion se muestra en la figura 8.31.
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El primer paso serfa acotar la probabilidad del primer evento de error. Notaremos por Ps(d) la proba-
bilidad que tiene un camino a través de la trellis, que esta a una distancia de Hamming d del camino todo
ceros, de ser un superviviente en la etapa ({ +1). Como d > dj,.., es posible acotar la probabilidad del
primer evento de error por

oQ

Po< Y aaPy(d)

d=dyrce

donde en el lado derecho se han incluido todos los caminos a través de la trellis que abarcan, junto con el
camino todo ceros, hasta la (I 4+ 1)-ésima etapa. El valor de P3(d) depende del empleo de decodificacién
suave o decodificacién fuerte.

Para el caso de decodificacién suave, y si se utiliza senalizacién antipodal (PSK), se tiene que

= ol o[/ -

Ny

Wﬁ]

yen consecuencia

o0 gb
P, < E \/2R.d—
C ad i NO]
=dfree

Usando la cota superior sobre la funcién @) se tiene que

/ &y
QRCdN—O

—R.d€y/No

< le—RCdEb/ND

Q 2

Teniendo en cuenta ahora que e = Dd|D_€_chb/ND, finalmente se obtiene que

oQ

1
Z adDd = §T1(D)|D:€—chb/ND

d=dyrce

P, <

N | —

D=e—Rc&/No

Esta es una cota sobre la probabilidad del primer evento de error. Para encontrar una cota sobre el
niimero promedio de bits en error para k bits de entrada, P,(k), es posible notar que cada camino a través
de la trellis hace que un cierto nimero de bits de entrada se decodifiquen incorrectamente. Para un término
general de la forma DIN/(@) J9(@) en la expansién de T(D, N, J), existe un total de f(d) bits de entrada
no cero. Esto significa que el nimero promedio de bits de entrada en error puede obtenerse multiplicando
la probabilidad de elegir cada camino por el nimero total de errores de entrada que podrian resultar si ese
camino fuese elegido. De esta forma, el nimero promedio de bits en error, en el caso de decodificacién con
decisién suave, puede acotarse mediante

Pyk) < D f(@P(d)= > aaf(d)Q ,/QRCdN—O]
d:dfree d:dfree
1 = —R:d€y,/No
< 3 > aaf(d)e / (8.10)
d=dyrce
Si se define

To(D,N)=T(D,N,J)lj=1 = 3 aqD' N9
d=dyrce
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se tiene que

%: > aaf(d)D* (8.11)

d=dyrce

Luego, usando (8.10) y (8.11) se obtiene

aT5(D, N)

1
Py(k) < 5 ‘
2 ON N=1,D=e—Fc&,/No
Para obtener el nimero promedio de bits en error por cada bit de entrada, es necesario dividir esta cantidad
por k. De esta forma, el resultado final sera

- )
< T
Py<op —an

N:l,D:e_chb/ND

Para el caso de decodificacién con decision fuerte, el procedimiento basico sigue los pasos anteriores. La
unica diferencia es la cota sobre Pa(d). Puede demostrarse que en este caso Pa(d) puede acotarse mediante

Py(d) < [4p(1 — p)]*/*

Usando este resultado es directo mostrar que para el caso de decodificacion con decision fuerte, la probabilidad
de error tiene una cota superior dada por

_ 1 9Ty(D,N)
Py < - ———
k ION N=1,D=+/4p(1—p)

Una comparacion de las decodificaciones con decisién fuerte y suave para cédigos convolucionales muestra
que, como en el caso de los codigos lineales de bloques, el segundo tipo supera al primero por un margen de

2 dB para canales AWGN.

8.6.4 Cddigos convolucionales con buenas propiedades de distancia

Del andlisis llevado a cabo es obvio que dj,.. juega un papel principal en el desempenio de los cédigos
convolucionales. Para n y k especificados, la distancia libre de un c6digo convolucional depende de la longitud
restringida del cédigo. La busqueda de cédigos convolucionales con buenas propiedades de distancia ha sido
llevada a cabo extensivamente en la literatura. Las tablas 8.4 y 8.5 restimen los resultados de simulaciones
computacionales llevadas a cabo para cédigos convolucionales de tazas 1/2 y 1/3. En esas tablas, para cada
longitud restringida, se tabula el cédigo convolucional que logra la distancia libre mas grande. Para este
c6digo, los generadores g, se escriben en forma octal. También se incluye en esas tablas la distancia libre
resultante.

8.7 Codificacion para canales con restricciones en ancho de banda
(*)
En las dos clases principales de cédigos estudiados hasta aqui, o sea codigos convolucionales y de bloques, la
mejora en el desempeno del sistema de comunicaciones se logra mediante la expansiéon del ancho de banda.
En ambos casos la distancia Euclidiana entre las senales codificadas transmitidas se incrementa mediante
el uso de codificacién, y al mismo tiempo el ancho de banda se incrementa en un factor n/k = 1/R.. Esos
tipos de codigos tienen gran aplicacién en casos donde existe suficiente ancho de banda y el disenador no
tiene restricciones muy fuertes. Ejemplos de tales casos son los sistemas de comunicaciones espaciales y el

almacenamiento en medios de alta densidad. Sin embargo, en muchas aplicaciones practicas se trabaja con
canales de comunicaciones con restricciones de ancho de banda estrictas, y la expansién de ancho de banda
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Longitud Restringida L  Generadores (base octal) dgye.
3 5 7 5
4 15 17 6
5 23 35 7
6 53 75 8
7 133 171 10
8 247 371 10
9 561 753 12
10 1167 1545 12
11 2335 3661 14
12 4335 5723 15
13 10533 17661 16
14 21675 27123 16

Tabla 8.4: Cédigos de distancia libre maxima, taza 1/2.

Longitud Restringida L  Generadores  (base octal) dfpce
3 5 7 7 8
4 13 15 17 10
5 25 33 37 12
6 47 53 75 13
7 133 145 175 15
8 225 331 367 16
9 557 663 711 18
10 1117 1365 1633 20
11 2353 2671 3175 22
12 4767 5723 6265 24
13 10533 10675 17661 24
14 21645 35661 37133 26

Tabla 8.5: Cédigos de distancia libre maxima, taza 1/3.
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debida a la codificacién puede no ser aceptable. Por ejemplo, en la transmisién de datos digitales sobre
canales telefénicos (disefio de modems) se trabaja con un canal que tiene un ancho de banda restringido y
la sobrecarga debida a la codificacién impone una restriccién fundamental en la velocidad de transmision.
En esta seccién se discutird un esquema de modulacién y codificacién conjunto denominado modulacion
codificada en trellis (TCM) que es particularmente Util para canales con restricciones de ancho de banda.

8.7.1 Combinacién de codificacién y modulacién (*)

El uso de cédigos convolucionales o de bloques introduce redundancia que a su vez causa un incremento en la
distancia Fuclidiana entre senales codificadas. Por otro lado, si se utiliza modulacién PSK, la dimensionalidad
de la senal transmitida se incrementara de k& dimensiones por transmisién a n dimensiones por transmision.
Este incremento en dimensionalidad resulta en un incremento en ancho de banda dado que la dimensionalidad
y el ancho de banda son proporcionales. Sise desea obtener los beneficios de la codificacién y al mismo tiempo
no se desea incrementar el ancho de banda, es necesario utilizar un esquema de modulacién diferente de PSK,
0 sea, un esquema que sea mas eficiente en términos de ancho de banda. Esto implica utilizar un esquema
de modulacién multinivel /multifase. Por supuesto, utilizar un esquema de modulacién multinivel /multifase
resulta en una constelacién mas ”poblada” y, con un nivel de potencia constante, una disminucién de la
distancia minima Euclidiana en la constelacién. Esto tiene ciertamente un efecto negativo sobre el desempeno
de error del esquema de modulacién/codificaciéon como un todo. Pero, como se verd mds adelante, esta
reduccién de la distancia Euclidiana minima en la constelacién puede ser compensada mediante el incremento
en la distancia de Hamming debido a codificacién tal que el desempeno total resulta notablemente mejorado.

Como ejemplo es posible suponer que en la etapa de codificacién se desea utilizar una taza de 2/3. Si la
velocidad de la fuente es R bits/seg, el nimero de simbolos/seg de salidas binarias codificadas sera %R. Si
se desea utilizar una constelacién tal que el requerimiento de ancho de banda sea igual al requerimiento de
ancho de banda de la senal no codificada (que no exista expansién de ancho de banda), se debe asignar m
dimensiones para cada simbolo de salida binaria tal que el nimero de dimensiones/seg sea igual al nimero
de dimensiones/seg de los datos no codificados, o sea R. En consecuencia, se debe tener

R:%Rm

yen consecuencia

2. . L
m=g dimensién / simbolo binario

Esto significa que la constelacion se debera disenar de forma que tenga dos dimensiones por cada tres simbolos
binarios. Pero tres simbolos binarios son equivalentes a ocho puntos en la constelacién, y en consecuencia
la conclusion es que es posible alcanzar el objetivo con una constelacién de ocho puntos en un espacio
bidimensional. Una constelacién de ese tipo es por supuesto la correspondiente al esquema de modulacién
PSK octal. En consecuencia, la conclusién general es que si se utiliza una taza de 2/3 en conjunto con un
esquema de modulacién PSK octal no existird expansién de ancho de banda.

Es posible examinar ahora cuanta ganancia de codificacion es posible obtener con ese esquema. Suponien-
do que la potencia disponible es P, sin codificacién se tiene que

gb:ﬁ

v en consecuencia la distancia Euclidiana minima entre dos secuencias es

4P
&= —
R

Si se mapean dos bits de informacion en un punto de un constelacion PSK octal, la energia de este punto es
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Figura 8.32: Constelaciéon PSK M = 8 utilizada para codificacién eficiente en ancho de banda.

De esto es posible obtener una expresién para la distancia Euclidiana minima en la constelacién (ver la figura
8.32) como

Obviamente la distancia Euclidiana minima se ha disminuido. Para ver este efecto es posible obtener la
pérdida debido al uso de esta constelacion.

9 -1
(d’m’") =2 9 o=34142>533dB
d? 22

Esta pérdida debe compensarse mediante el cédigo. Obviamente, el cdigo de taza 2/3 empleado aqui no
solo debe compensar esta pérdida sino que también debe proveer una ganancia adicional para justificar su
uso en el esquema completo de modulacion-codificacién. Es posible utilizar cualquier cédigo convolucional
o de bloques que provea la distancia minima requerida para lograr cierta ganancia de codificacién total.
Por ejemplo, si se requiere una ganancia de codificacién total de 3 dB, el cddigo provee una ganancia una
ganancia de 8.33 dB para compensar la pérdida de 5.33 dB debido a la modulacién. Un cddigo que provea
esa alta ganancia de codificacion es ciertamente un cédigo muy complejo (restriccién de longitud grande)
que requiere codificadores y decodificadores sofisticados. Sin embargo, mediante la interpretacién de la
modulacién y la codificacién como una entidad tnica, como discutido en la préxima seccién, sera posible ver
que puede lograrse un desempeno comparable utilizando un esquema de codificacién mucho mas simple.

8.7.2 Modulacién codificada en trellis (TCM) (*)

La modulacién codificada en trellis (TCM), es un método simple para disenar esquemas de modulacién codi-
ficados que puedan lograr un buen desempeno general. Este esquema de modulacion - codificacion se basa en
el concepto de mapeo por particionamiento de conjuntos desarrollado por Ungerboeck (1982). El mapeo por
particionamiento de conjuntos puede utilizarse conjuntamente con ambos tipos de codigos, convolucionales y
de bloques, pero debido a la existencia de un algoritmo de decodificacién con desicién suave simple y 6ptimo
(el algoritmo de Viterbi), se ha empleado mayoritariamente con cédigos convolucionales. Cuando se utiliza
con codigos convolucionales, el esquema de modulacién resultante se conoce como modulacion codificada en
trellis.

Conceptos del particionamiento de conjuntos. El punto clave en el particionamiento de una cons-
telacion es hallar subconjuntos de la constelacién que son similares y los puntos dentro de cada particion
que estén maximamente separados. Comenzando con la constelacién original, se la particiona en dos sub-
conjuntos que son congruentes (complementarios) y los puntos dentro de cada particién estd maximamente
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separados. Luego se aplica el mismo principio a cada particion y se continda. El punto en el cual se para el
particionamiento depende del cédigo que se utilize, lo cual se discutird mas adelante.

— vE;

\”J do=VE-VDE,

101 011 111

Figura 8.33: Particionamiento de conjuntos para una constelacién PSK octal.

Un ejemplo de particionamiento de conjuntos se muestra en la figura 8.33. Se comienza con una con-
stelacién PSK octal con puntos de senal sobre un circulo de radio &. La distancia minima en la constelacién
sera

do = /(2 = V2)&,

Esta constelacién se particiona en dos, By y Bi. Es posible notar que By y Bj son complementarias.
Existen varias formas en las que la constelacion original PSK octal puede particionarse en dos subconjuntos
complementarios, pero By y By proveen la particién de distancia maxima. Esta distancia es facilmente
deducible como

d1 = /2&;

Es posible continuar el proceso y particionar By y By para obtener Cy. C1, Cy y C5. La particién tiene una
distancia interna que ha disminuido a
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16-QAM A=16QAM
eoee
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0000 1000 0100 1100 0010 1010 0110 1110 0001 1001 0101 1101 0011 1011 oLl 111

Figura 8.34: Particionamiento de conjuntos para una constelacién PSK M = 16.

Es posible ir un paso mas adelante para obtener ocho particiones, cada una conteniendo un tnico punto.
Los subconjuntos correspondientes son Dy a D7. Otro ejemplo del particionamiento de conjuntos aplicado
a una constelacién QAM se muestra en la figura 8.34. El lector puede verificar que este particionamiento
sigue las reglas generales del particionamiento de conjuntos descripto anteriormente.

] —————] -
2 > . . Seleccionar
. . CO('hﬁc'ador - 2 subconjunto
: : binario : .
" - {1,2....271} Punto de
L T serial
—— . SE—
1 Seleccionar
Bits no 2 m=—— punto del
codificados . . subconjunto
kg ——————] {1.2....2%2)

Figura 8.35: Diagrama en bloques de un sistema de modulacién codificada.

Modulacién codificada. El diagrama de bloques de un esquema de modulacién codificada se muestra en la
figura 8.35. Un bloque de k bits de entrada se divide en dos subbloques de longitudes k1 y k2 respectivamente.
Los primeros k; bits se aplican a un codificador binario (N1, 4k;). La salida del codificador consiste en ny
bits. Esos bits se utilizan para elegir una de las 27 particiones de la constelacién. Esto significa que la
constelacién ha sido particionada en 27 subconjuntos. Después que la constelaciéon ha sido elegida, los
ko bits remanentes se utilizan para elegir uno de los puntos de la constelacién elegida. Esto significa que
existen 2%2 puntos en cada particién. En consecuencia, la particién que se utiliza contiene 2*' subconjuntos
y cada subconjunto contiene 2*2 puntos. Esto determina una regla para obtener el tamafio de la constelacién
requerido y cuantos pasos de particionamiento deben seguirse sobre la constelacién.

Ungerboeck (1982) mostrd que eligiendo ny = k141 y k3 = 1 y utilizando cédigos convolucionales simples
es posible disenar esquemas de modulacién codificados que logran una ganancia total de codificacién entre 3
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Figura 8.36: Esquema TCM simple: (a) codificador, (b) trellis de cuatro estados y (¢) mapeo de los bits
codificados (c1, 2, ¢3) en los puntos de sefal.

y 6 dB. Uno de tales esquemas se muestra en la figura 8.36. En este esquema de codificacién k1 = 1, ny =2
y ko = 1. La constelacién contiene 2711%2 = 8 puntos, que estdn particionados en 2"* = 4 subconjuntos
cada uno de los cuales contiene 2¥2 = 2 puntos. La constelacién elegida aqui es PSK octal y se particiona
como mostrado anteriormente (ver figura 8.33). El cédigo convolucional empleado tiene una taza fl—ll = % La
restriccion de longitud de este codigo es un parametro de diseno y puede elegirse para proveer la ganancia de
codificacién deseada. Para restricciones de longitud mayores, obviamente, se obtiene mayores ganancias de
codificacién al precio de incrementar la complejidad del codificador - decodificador. En este ejemplo simple
la restriccién de longitud se eligié igual a 3. El diagrama trellis (de una etapa) para este cddigo se muestra
también en la figura 8.36.

El diagrama trellis mostrado en la figura 8.36 es el correspondiente a un cédigo convolucional ordinario.
La diferencia principal es que aqui se tienen dos caminos que conectan dos estados. La razén de esto es la
existencia de un bit extra, ks = 1, que selecciona un punto en cada particién. En realidad, los dos caminos
paralelos que conectan dos estados corresponden a una particién, y cualquier camino simple corresponde a
un punto en la particién. Una pregunta final debe responderse: ;cual es el mapeo éptimo entre la transicién
entre los estados de un cédigo convolucional y las particiones?. A través de simulaciones computacionales
extensivas y razonamiento heuristico es posible obtener las siguientes reglas.

1. Las transiciones en paralelo (cuando ocurren) corresponden a puntos de senal en una tnica particién
en la etapa siguiente del particionamiento. En el ejemplo anterior, Cy = {Dg, Da}. Cs = {D1, Ds},
Cy ={Di,Ds},y C3 = {Ds, D7} corresponden a transiciones en paralelo. Esos puntos estian separados
por una distancia Euclidiana maxima de ds = 2:/E,.

2. Las transiciones que se originan y vuelven a cualquier estado se asignan en la siguiente etapa del
particionamiento que tiene una particién pariente simple en la etapa precedente. En el ejemplo anterior
esas particiones serian By = {Cy,Ca} y By = {C4,(s}. La distancia maximaen este caso es d; = +/2&;.

3. Los puntos de senal deberian ocurrir con igual frecuencia.

Para ver como se desempena el esquema de modulacién codificada en trellis de la figura 8.36, es posible
hallar la distancia Fuclidiana minima entre dos caminos que se originan en un nodo y se juntan en otro
nodo. Esta distancia, conocida como distancia Euclidiana libre, D;.q, es una caracteristica importante de
un esquema TCM. Un candidato obvio para Dj.q es la distancia Euclidiana entre dos transiciones en paralelo.
La distancia Euclidiana entre dos transiciones en paralelo es dy = 2/&,. Otro camino candidato se muestra
en la figura 8.37. Sin embargo, la distancia Euclidiana entre esos dos caminos es d? = d3 + 2d7 = 4.58&;.
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Figura 8.37: Dos caminos candidatos de distancia minima.

obviamente, es mayor que la distancia entre las dos transiciones en paralelo. Es facil verificar que para este
codigo la distancia Euclidian libre es D.q = d2 = 24/&,. Para comparar este resultado con el esquema no
codificado, es posible notar que en un esquema no codificado

P

d? =48 = 4E

nocodi f

y en un esquema codificado

Aoy = 4Es = 8

codi

En consecuencia, la ganancia de codificacién esta dada por

2

d:
Geoa = 200 =9 =34B
nocodi f

De esta forma, este esquema simple de codificacion es capaz de lograr una ganancia de codificacion de 3 dB
sin incrementar el ancho de banda. Obviamente, el precio pagado por este mejor desempeno es el incremento
en la complejidad del par codificador - decodificador.

En lugar de una trellis de cuatro etapas, una trellis con un mayor nimero de etapas produce mayores
ganancias de codificaciéon. A través de simulaciones computacionales extensivas Ungerboeck indicé que con
8, 16, 32, 128 y 256 etapas, pueden lograrse ganancias de codificacién en el rango de 3.6 dB a 5.75 dB. El
codificador de una trellis de ocho estados se muestra en la figura 8.38.

Decodificacién de c¢édigos TCM. La decodificacién de la modulacién codificada en trellis se realiza en
dos etapas. Dado que cada transicién en la trellis corresponde a una particion del conjunto de senales
y cada particién generalmente corresponde a un numero de puntos de senal, el primer paso es hallar los
puntos mas problables en cada particiéon. Esto se logra hallando en cada particion el punto mas préximo en
distancia Fuclidiana al punto recibido. Este primer paso en la decodificacién de un esquema de modulaciém
codificada en trellis se denomina decodificacién de subconjuntos. Después de este paso, a cada transiciéon en
la trellis corresponde un tnico punto (el mas probable) y una tnica distancia Euclidiana (la distancia entre
el punto recibido y el punto més probable). El segundo paso del procedimiento de decodificacidn es utilizar
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Figura 8.38: Codificador trellis de ocho estados para modulacién codificada PSK octal.

esta distancia Euclidiana para hallar un camino a través de la trellis cuya distancia Euclidiana total de la
secuencia recibida sea minima. Esto se logra aplicando el algoritmo de Viterbi.

La modulacién codificada en trellis se utiliza ampliamente en modems de alta velocidad. Sin codificacién,
los modems de alta velocidad logran velocidades hasta unos 9600 bits/seg con una constelacién QAM con
M = 16. La ganancia de codificacién introducida por TCM ha hecho posible incrementar la velocidad de
transmisién por lo menos en un factor de 2.

8.8 Aplicaciones practicas de codificacién (*)

En las secciones previas se vié que la codificacién puede emplearse para mejorar la SNR efectiva y mejorar
asl el desempeno de un sistema de comunicaciones digitales. Los codigos de bloques y convolucionales
o combinaciones en la forma de cédigos concatenados como los discutidos anteriormente se han aplicado
en el disenio de sistemas de comunicaciones donde el ancho de banda no es un problema esencial, o sea
donde es permisible alguna expansién de ancho de banda. Por otro lado, en los casos donde el ancho de
banda es un problema crucial, como en comunicaciones digitales sobre canales telefénicos, es posible emplear
la modulacién codificada. Mediante la utilizacién de codificacién, el desempeno de sistemas practicos de
comunicaciones digitales se ha mejorado en hasta 9 dB, dependiendo de la aplicacién y el tipo de cddigo
utilizado. En esta seccién se discutiran aplicaciones de codificacién en comunicaciones espaciales, modems
para lineas telefénicas y reproductores de discos compactos (CD).

8.8.1 Codificacién para aplicaciones espaciales (*)

Los canales de comunicaciones espaciales se caracterizan por SNR muy bajas y sin restricciones de ancho
de banda. La potencia transmitida se obtiene usualmente de celdas solares a bordo y en consecuencia esta
limitada a 20-30 Watts. Las dimensiones fisicas de la antena transmisora estan también totalmente limitadas
y en consecuencia lo estd la ganancia asociada. La enorme distancia entre el transmisor y el receptor y la
carencia de repetidores resulta en una SNR muy baja en el receptor. El ruido de canal puede caracterizarse
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como gaussiano, de forma que esos canales se modelan muy bien como AWGN. Dado que el ancho de banda
no es una preocupacién principal puede aplicarse cédigos convolucionales o de bloques.

En 1975 se envié a Marte a los Vikings, naves orbitatérias y de aterrizaje. En esa mision se utilizé un
cédigo de bloques (32,6) para proveer una ganancia de codificacién de aproximadamente 4 dB con respecto a
un sistema PSK no codificado con una probabilidad de error de 1076, Posteriormente, en la misién Voyager
a los planetas exteriores (Marte, Jupiter y Saturno) se utilizé cédigos convolucionales con decodificacién
de Viterbi. Dos cddigos que fueron disenados por el Jet Propulsion Laboratory para esa misién fueron un
cédigo convolucional (2,1) con restriccién de longitud L =7y

g, = [1101101]
g, = [1001111]

y un c¢édigo convolucional (3,1) con restriccién de longitud L =7y

g, = [1101101]
g, = [L001111]
gs = [L010111]
El primer cédigo tiene una distancia libre df,.. = 10 y el segundo d¢r.. = 15. Ambos cddigos fueron

decodificados utilizando el algoritmo de Viterbi y un esquema de decodificacién suave en el cual se cuantizaba
la salida con ) = 8 niveles. El primer cédigo provee una ganancia de codificacién de 5.1 dB con respecto a
un sistema PSK no codificado operando con una probabilidad de error de 10~°. El segundo cédigo provee
una ganancia de 5.7 dB. Ambos cédigos operan a aproximadamente 4.5 dB del limite tedrico predicho por
la férmula de Shannon.

En las misiones Voyager siguientes a Urano en 1986 se utilizé un cédigo convolucional (2,1) con L = 7 como
cédigo interno concatenado con un c6édigo Reed-Solomon (255,223) como cddigo externo. Una decodificacién
de Viterbi seguida de un decodificador Reed-Solomon en la estacién terrestre permitié una ganancia total
de codificacién de 8 dB con una probabilidad de error de 107°. Este sistema operaba a una velocidad de
aproximadamente 30 kbits/seg.

Para ciertos proyectos de comunicaciones espaciales se ha utilizado otros algoritmos de decodificacién.
Para el proyecto Pioner 9 de la NASA se disené un cédigo convolucional con L = 21 con secuencias genera-
doras (en representacién octal) dadas por

7 [400000 0]
g, = [1T154737)

que utilizaba un algoritmo de Fano con un esquema de decodificacién de decisién suave y ocho niveles de
cuantizacion de salida. Otro esquema de codificacién frecuentemente utilizado, particularmente para las
misiones Pionner 10, 11 y 12 y también las misiones alemanas de orbitaje solar Helios A y B, fué un cédigo
convolucional con I = 32. Las secuencias generadoras para este cédigo (en representacién octal) fueron las
siguientes

g, = [7335336767 2
g, = [5335336767 2

Este cédigo tiene una distancia libre dsr.. = 23. Para la decodificacién se utilizé nuevamente el algoritmo
de decodificacién de Fano con ocho niveles de cuantizacion de salida. Se ha utilizado también 1égica de
decodificacién por mayoria en varios esquemas de codificacién disenados para los satélites de comunicaciones
INTELSAT. Como ejemplo, un cédigo (8,7) con L = 48 disefiado para operar a 64 kbits/seg sobre un satélite
INTELSAT fué capaz de mejorar la probabilidad de error de 10~* para 5 x 1078,
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8.8.2 Codificacién para modems telefénicos (*)

Los canales de linea telefénica se caracterizan por un ancho de banda limitado, tipicamente de 300 a 3300
Hz y una SNR alta, usualmente 28 dB o mas. En consecuencia, al disenar esquemas de codificacién para
canales teleféonicos se esta frente a una restriccion de ancho de banda. Esto contrasta con los canales de
comunicaciones espaciales, donde la restriccién béasica es la potencia limitada. FEsto corresponde al caso
de r > 1 en la figura 8.38. Dado que el ancho de banda estd limitado, es necesario utilizar esquemas de
senalizacién de baja dimensionalidad, y dado que la potencia es abundanete, es posible emplear esquemas
de modulacién multinivel. Como se discutid en la seccion anterior, un esquema apropiado en este caso es la
modulacién codificada en trellis.

Historicamente, los primeros modems para canales telefénicos (hasto los anos 60) utilizaban modulacién
FSK con deteccién asincrénica y lograban velocidades de transmisién en el rango de 300 a 1200 bits/seg.
Posteriormente, la primera generaciéon de modems sincrénicos empleaba modulacién PSK cuaternaria lo-
grando velocidades de 2400 bits/seg. Los avances en las técnicas de ecualizacién permitieron constelaciones
mas sofisticadas, lo cual resulté en velocidades de transmisién mas altas. Esos avances incluyeron modems
PSK octales que lograban una velocidad de 4800 bits/seg, v modems QAM 16 con velocidades de 9600
bits/seg. Al principio de la década del 80 se introdujeron modems que utilizaban una constelacién QAM 64
con velocidades de transmision de 14400 bits/seg. Todas esas mejoras resultaron de avances en las técnicas
de ecualizacién y procesamiento de senales y también en las caracteristicas de las lineas telefénicas.

La apariciéon de la modulacién codificada en trellis hizo posible el disenio de sistemas de modulacién
codificados que mejoraron el desempeno completo del sistema sin requerir ancho de banda en exceso. Los
esquemas TCM basados en variaciones de los cédigos de Ungerboeck, introducidos por Wei (1984), fueron
adoptaron como un estandar por los comités de la CCITT. Esos cédigos se basan en cédigos convolucionales
lineales y no lineales que garantizan la invarianza a rotaciones de fase de 180° y 90°. FEsto es crucial en
aplicaciones donde se emplea la codificacién diferencial para evitar ambigiiedades de fase por la utilizacién
de un PLL para la estimacion de la fase de la portadora en el receptor. Estos cddigos logran una ganancia
comparable a los cédigos de Ungerboeck con el mismo nimero de estados pero al mismo tiempo proveen la
invarianza de fase requerida. En la figura 8.39 se muestra la combinacion de un codificador diferencial, el
codificador convolucional no lineal y el mapeo de senal para un sistema de modulacién codificada en trellis
de 8 estados que fué adoptado en el estandar CCITT V.32.

8.8.3 Codificacién para discos compactos (¥)

En los capitulos 4, 5 y 6 se discutié los problemas de codificacién de fuente y codigos de modulacion para
discos compactos. En esta seccién se considerard las técnicas de correccion de errores empleadas en la
grabacién de audio digital en discos compactos.

El medio de almacenamiento para la grabacion digital de audio sobre un disco compacto es un disco
pléstico de 120 mm de didmetro, 1.2 mm de espesor y un paso de surco (track) de 1.6 gm. En el momento de
la reproduccién este disco se lee mediante un haz laser a una velocidad de 1.25 m/seg. Dentro de la espiral
del surco sobre el disco existen depresiones (pits) y areas planas entre pits denominadas lands. El audio
digital se almacena mediante la longitud de esos pits y lands. Un 1 se representa mediante una transicién
de un pit a un land o viceversa, mientras un 0 corresponde a la no existencia de transicién (modulacién
NRZI). Como se discutié previamente en el Capitulo 5, las restricciones sobre el tamano fisico de los pits y
lands hacen necesario el empleo de cédigos de corrida limitada (RLL). En la grabacién de disco compacto
se utiliza el cédigo de modulacién EFM 8-14 con d =2 y k = 10.

La fuente principal de errores en un disco compacto son las imperfecciones en la fabricacién del disco,
tal como burbujas de aire en el material plastico, y los danos sobre el disco, tal como impresiones digitales
o rayas, polvo o desgastes de la superficie. Dado que cada pit mide casi 0.5 pm de ancho y alrededor de 0.9
a 3.3 pm de largo, esas fuentes de error resultan en rafagas de error que afectan varios bits de informacién
adyacentes, por lo que pueden usarse técnicas conocidas para la correccién de errores en rafaga. Como se
discutio anteriormente, los cédigos Reed-Solomon son particularmente atractivos para tales aplicaciones.

Para deteccién y correccién de errores se emplea dos cédigos Reed-Solomon®, como se muestra en la figura
8.40. El primer cédigo, C1, es un cddigo RS (28,24), y el segundo cddigo, Cs es un cédigo RS (32,28). El
alfabeto sobre el cual estan definidos esos codigos consiste en secuencia binarias de longitud 8, que coincide
con la definicién de un simbolo.

8S0n, en realidad, cédigos Reed-Solomon acortados, obtenidos de cédigos Reed-Solomon haciendo algunos bits de informacién
igual a cero, y en consecuencia reduciendo k£ y n en una constante manteniendo la distancia minima intacta.
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Figura 8.39: (a) Codificador diferencial, codificador convolucional no lineal, y (b) constelacién adoptada por
el estandar V.32.

La secuencia de entrada al codificador C; consiste en 24 simbolos (usualmente conocido como un frame),
el cual se codifica en 28 simbolos. Los 28 simbolos a la salida del codificador C; se entrelazan (interleaving)
para reducir el efecto de errores en rafaga. Luego se codifican mediante C» a 32 simbolos. En la salida de
Cs, los simbolos impares de cada frame se agrupan con los simbolos pares del frame préximo para formar
un frame nuevo. A la salida del codificador Cs, correspondiendo a cada conjunto de 6 muestras de audio, se
tiene 32 simbolos de 8 bits. Se agrega un simbolo adicional de 8 bits que contiene la informacién de control
y display (C y D), lo que determina un total de 33 simbolos por frame.

La salida se aplica luego a un codificador EFM 8-14 que mapea cada simbolo en una secuencia binaria
de longitud 14. Como se vi6 en el Capitulo b, se adiciona tres bits mas, denominados bits de mezclado, por
cada simbolo para asegurar que el mezclador de las palabras de codigo satisface la restriccion de longitud
de corrida. De esta forma la longitud de cada secuencia es 17. Luego, se completa un frame adicionando un
patrén de sincronizacion de 24 bits y 3 bits de mezclado adicionales para garantizar la restriccién de longitud
de corrida después del mezclador. Esto lleva el nimero total de bits/frame (6 muestras, o 6 x 2 x 16 = 192
bits de audio) a

32 x 174244 3 =588
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Figura 8.40: Codificacién para la grabacién de disco compacto.

bits de canal (ver la figura 5.30). El nimero de bits de canal por segundo estd dado por

44100 x 588

= 4.321.800
6

Para un disco compacto que puede almacenar 67 minutos de musica esto resulta en

67 x 60 x 4321800 = 17.373.636.000

bits de canal. El nimero de bits de informacién (bits de audio) esta dado por

67 x 60 x 44100 x 192 = 5.673.024.000

Esto significa que ha tenido lugar una expansiéon de 3 veces. Estos bits extra se utilizan para proteger de
errores los bits de audio digital (los cdédigos RS) y también permiten garantizar que se satisface la restriccidn
de longitud de corrida (el cédigo EFM). La utilizacién eficiente de los cédigos RLL hace posible almacenar
mas de 17 Mbits de canal con menos de 2000 Mpits.

En el momento de la reproduccion, se separan primero los bits de sincronizacién y de mezclado, y luego
se invierte la operaciéon de entrelazado de 32 simbolos. FEl resultado entra luego al decodificador para el
codigo Cy. Este cédigo tiene una distancia minima de 5 y en consecuencia es capaz de correguir hasta dos
errores. El decodificador, sin embargo, se disena para corregir solo un error. Luego de acuerdo a la relacién

8.7,

ec+ed§dmin_1

es posible detectar hasta tres errores con certeza y cuatro o mas errores con alta probabilidad. Si se encuentra
un error Unico, se puede corregir; si se detectan errores miltiples, entonces los 28 stmbolos se senalizan como
no confiables. Después de la operacién inversa del entrelazado los simbolos pasan por el decodificador del
cédigo C1. El decodificador de €; maneja errores unicos. Si falla, se senalizan todos los simbolos de salida.
Si en su entrada existen tres o mas senalizaciones, las copia a la salida.

En la salida del segundo decodificador el simbolo correspondiente a posiciones no confiables se completa
mediante interpolacion a partir de las otras posiciones. Utilizando esta técnica de codificacién - decodificacion
algo compleja junto con métodos de procesamiento de senales, puede cancelarse errores en rafaga de hasta
12.000 bits de datos, lo cual corresponde a una longitud de surco de 7.5 mm sobre el disco.
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