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10 Seguimiento de sistemas variantes en el

tiem p o

e Se han discutido las familias de algoritmos LMS y RLS con-
siderando el comportamiento promedio operando en un am-
biente ESA. En ese ambiente la superficie de desempeno es fija
y el requerimiento esencial es buscar, paso a paso, el punto de
minimo de esa superficie y en consecuencia asegurar desempeno
Optimo o casi optimo.

e Ahora estudiaremos la operacion de esos algoritmos en un con-
texto mno estacionario, para el cual la solucion optima de
Wiener tiene una forma variante en el tiempo. El resultado es
que el punto de minimo de la superficie de desempeno ya no es

fijo.

e En consecuencia, el algoritmo de filtrado adaptivo tiene que adi-
cionar la tarea de seguimiento (tracking) del punto de minimo
de la superficie de desempeno. En otras palabras, se requiere que
el algoritmo siga continuamente las variaciones estadisticas de la
entrada, las que se suponen "suficientemente” lentas para que el
seguimiento sea posible.

e LKl seguimiento es un fenémeno estacionario. Esto esta en
contraste con convergencia que es un fenémeno transitorio. De
esta manera, para que un filtro adaptivo ejecute el seguimiento
debe pasar del estado de operacion transitorio al estacionario y
debe poder ajustar los coeficientes del filtro.

e En general estas dos, convergencia y seguimiento, son carac-
teristicas bien diferentes de un algoritmo. En particular, un
algoritmo de filtrado adaptivo con buenas propiedades de con-
vergencia no tiene necesariamente caracteristicas de seguimiento
rapida y visceversa.
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10.1 Modelo de Markov para identificacién de sistemas

e Un ambiente no estacionario puede encontrarse en la practica
COIMO:

1. El marco de referencia que provee la respuesta de-
seada puede ser variante en el tiempo. Estas situa-
ciones aparecen, por ejemplo, en identificacion de sistemas
cuando se usa un filtro adaptivo para modelar un sistema
variante en el tiempo. En este caso, la matriz correlacion se
mantiene fija (como en un ambiente ESA), mientras que el
vector de correlacion cruzada es variante en el tiempo.

2. El proceso estocdstico que provee la entrada del
filtro adaptivo es no estacionario. Estas situaciones
aparecen, por ejemplo, cuando un filtro adaptivo se utiliza
para ecualizar un canal variante en el tiempo. En este caso
tanto la matriz correlacion como el vector de correlacion
cruzada son variantes en el tiempo.

e De esta forma, las caracteristicas de seguimiento de un sistema
variante en el tiempo no son solo dependientes del tipo de filtro
adaptivo empleado si no también del problema especifico.

e Discutiremos un modelo de sistema variante en el tiempo muy
popular para la aplicacion de identificacion de sistemas. Este
modelo esta gobernado por tres ecuaciones basicas

1. Proceso de Markov de primer orden. El sistema
de dinamica desconocida se modela con un filtro de coefi-
cientes w ,(n ), cuya variacion esta definida por un proceso
de Markov de primer orden,

'wo(n + 1) = a'wo(n) —I—w(n)
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donde a es un pardametro constante y w (n) es un proceso de
ruido, de media cero y matriz correlacion Q. Esto puede in-
terpretarse como w (n) como entrada de un filtro con funcién
transferencia 1/(1 —az"1). Se supone que a es muy préximo
a 1. De esta manera el ancho de banda del filtro pasabajos
es mucho menor que el de los datos de entrada. En forma
equivalente, con este modelo se requeriran varias iteraciones
para producir un cambio significativo en w (n).

2. Respuesta deseada. Esta definida por

i) = wl(n)uln) +vn)

donde v(n) es el ruido de medicién, supuesto blanco, de
media cero y varianza ¢2. A pesar que w(n) y v(n) podrian
ser procesos ESA, la respuesta deseada d(n) es un proceso
no estacionario, dado que w,(n) varia en el tiempo.

3. Seiial de error. La senal de error e(n) estd definida por

e(n) = dn) —y(n) =w, (n)uln) +vin) —d"(n)uln)

donde w(n) es el vector de coeficientes del filtro adaptivo
supuesto de estructura transversal. Se supone ademas que el
filtro adaptivo tiene el mismo niimero de coeficientes que el
sistema desconocido.

e En base a la definicion, y dado que el sistema es variante en
el tiempo, d(n) aplicada al filtro adaptivo es no estacionaria.
En consecuencia, a pesar que R es constante, o sea, el prob-
lema tendra una superficie de desempeno con la forma de un
paraboloide, el valor del minimo estara continuamente variando.
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Suposiciones: Tipicamente, las variaciones representadas por w (n )
en el modelo de Markov son lentas (o sea acotadas). De esta forma al-
goritmos adecuados de filtrado adaptivo (LMS o RLS) puede seguir
las variaciones estadisticas del comportamiento dinamico del sistema
desconocido.

Para proceder con el analisis de seguimiento de los algoritmos LMS
vy RLS en el contexto anterior se realizaran las siguientes hipotesis en
general

1. El proceso de ruido w (n) es independiente de u (n ) y el ruido de
medicién v(n ).

2. u(n) v el ruido de medicién v(n) son idependientes.

3. v(n) es blanco, de media cero y varianza o2 < 0.

Las dos ultimas supocisiones fueron realizadas también cuando
se analizo los algoritmos LMS y RLS. Dado que las tres cantidades
aleatorias asociadas al fendémeno fisico considerado no se relacionan
en forma simple, la primera suposicion permite ademas un tratamiento
matematico accesible. Colectivamente se las denomina suposicién

de independencia.
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10.2 Grado de no estacionaridad

e Para discutir una definicion clara de la nocién, algo ambigua,
del significado de variaciones estadisticas lentas o rapidas del
modelo, introduciremos el grado de no estacionaridad.

e En el contexto del modelo de Markov descripto, el grado de no
estacionaridad, o, se define formalmente como

(Bl () ()2
o = () (140)

e Ll grado de no estacionaridad es entonces una caracteristica aso-
ciada solo al sistema variante en el tiempo y no tiene nada que
ver con el filtro adaptivo.

e El numerador de esta ecuacion puede reescribirse como sigue

Elw(n)u(n)]’] = Elw" (n)u(n)u'(n)w (n)] = tr[Q R]
donde @ es la matriz correlacién de w (n).

e El denominador de (146) es simplemente la varianza ¢ 2 del ruido
de medicién v(n). De esta forma

0w = L[rQ))? =

Oy

(trl@ R])"?

Q
s

e Kl grado de no estacionaridad o se puede relacionar con el de-
sajuste del filtro adaptivoM.

e Primero, es posible notar que el error medio cuadratico minimo

Jmin que el filtro puede alcanzar es o2,
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e Luego, lo mejor que puede realizar un filtro adaptivo en un con-
texto variante en el tiempo como el definido es producir una
vector de error en los coeficientes e(n) igual al proceso de ruido

w(n).
e Entonces, en base a la terminologia introducida en la discusion

del algoritmo LMS, es posible hacer que su matriz correlacion
asociada K (n) sea igual a Q.

e Teniendo en cuenta que el exceso de error medio cuadratico
Jex(n) = tr[R K (n)], es posible establecer que el exceso de er-
ror medio cuadratico a ser alcanzado por el filtro nunca puede
ser menor que tr|R Q. Teniendo en cuenta la definicion de de-
sajuste se tiene entonces que

J tr | R
M oy o Z r[ QQ] IO[2
Jimin Oy

o en otras palabras, la raiz cuadrada del desajuste M impone
un limite superior al grado de no estacionaridad. En base a esta
ecuacion es posible concluir que

1. Para variaciones estadisticas pequenas, a es pequeno. Esto
a su vez significa que deberia ser posible construir un filtro
adaptivo que pueda seguir al sistema variante en el tiempo.

2. Cuando las variaciones estadisticas del contexto son muy
raidas o debe ser mayor que uno. En tal caso, el desajuste
producido por el filtro adaptivo excede 100 %, lo que significa
que no existe ventaja alguna en construir un filtro adaptivo
para resolver el problema de seguimiento.
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10.3 Criterios de seguimiento

e Cuando el sistema dinamico desconocido se modela con un filtro
transversal w,(n) v se utiliza un filtro adaptivo @ (n ), es posible

definir el vector de error en los coeficientes como

e Teniendo en cuenta e(n ), es posible definir dos figuras de mérito
para establecer la capacidad de seguimiento de un filtro adaptivo:

1. Desviacién media cuadratica. Definida por

D(n) = Ell(n) = wo(n)|’]
= Effle(m)]’]
= tr[K (n)]

donde n se supone suficientemente grande como para que el
filtro adaptivo se encuentre en estado estacionario. Clara-
mente D(n) deberia ser pequena para un buen desempeno.

El vector de error en los coeficientes e(n) puede expresarse
como la suma de dos componentes

e1(n) + ea(n)
(n) = Bl (n))

= Bl (n)] = w,(n)

donde €1(n) y e2(n) son las componentes debidas al ruido y

—~
S

—
|

€
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S

—~
S
—

€2

retardo, respectivamente.

En base a las suposiciones anteriores E [ef (n)es(n)] = 0, de
forma que la desviacion cuadratica media también se puede
expresar como la suma de dos componentes
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D(n) =Di(n) + Ds(n) = Eflle1(n)|"] + E[lex(n)]"]

2. Desajuste. Otra figura de mérito utilizada comunmente
para analizar la capacidad de tracking de un filtro adaptivo
es el desajuste, definido por

2
oy

donde de nuevo se supone que la cantidad de iteraciones
es suficientemente grande como para considerar el periodo
transitorio finalizado. Teniendo en cuenta las suposiciones
de independencia, J.,(n) = tr[R K (n)], tal que

tr [R K (n)]

p2

M(n) =

Para un buen desempeno de seguimiento es posible concluir
que el desajuste M(n) deberfa ser pequeno comparado con
la unidad.

De la misma forma que para D(n ), es posible expresar J,(n)
en términos de dos compoenentes, una asociada al ruido de
estimacion y la otra asociada al retardo de estimacion. De
esta forma es posible expresar el desajuste como

M(n) = Mi(n) + My(n)

correspondientes al desajuste por ruido y al desajuste por
retardo respectivamente.
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10.4 Desempeno de seguimiento del algoritmo LMS

e En el contexto no estacionario descripto es posible considerar
que el filtro adaptivo se implementa usando un algoritmo LMS.
En ese caso

w (n + 1) = w (n) + Mu(n)e*(n)
donde teniendo en cuenta la senal de error con el modelo de
regresion lineal se obtiene
wn+1) = [I—pu(n)u" (n)]w(n) +u(n)u (n)w.(n) + pu(n)r(n)
o equivalentemente
€n+1) = wn+1)—w,(n+1)
= [ — pu(n)u" (n)]e(n) + (1 — a)wy(n) + pu(n)r’(n) — w(n)

e Con la suposicion de a es muy proximo a 1 es posible simplificarla
de la siguiente forma

eln+1) = [T = pu(n)u(n)fe(n) + () (n) — w (n)

e Con p suficientemente pequeno es posible resolver utilizando el

método de promediacién directa,
e(n + 1) = [I — uR]e(n) —|—uu(n)y*(n) —w(n) (147)

e Para evaluar la matriz correlaciéon de e(n + 1) es posible invocar
las suposiciones de independencia descriptas anteriormente. En
ese caso

K(n+1) = Ele(n + 1) (n +1)]
— [I —MR]K (n)[I — ,uR] —|—,u03R —Q
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e Para obtenerlasolucién de estado estacionario, paran su-
ficientemente grande, consideramos K (n+1) = K (n). Ademads,
suponiendo que p es pequeno como para eliminar el término
p*RK (n)R en comparacion con I, es posible obtener la aprox-
imacion

1
RK (n) + K (n)R = /LO'BR + —Q (148)
0

Desviacién media cuadratica del algoritmo LM S

e Premultiplicando (148) por R~ v aplicamos la traza del resul-
tado,

tr[K (n)] 4+ tr[R 'K (n)R] = pMo? + %tr[R 1qQ]

e Como K (n)y R tienen las mismas dimensiones: 7[R 'K (n)R]
tr[K (n)RR '] = tr[K (n)]. Entonces, usando la definicion,

1
D(n) = %Maz —I—Ztr[R_lQ]

donde el primer término es la varianza de estimacion debido al
ruido de medicién v(n) (varia lincalmente con p). El segundo
término es la varianza de retardo debido al proceso de ruido w (n)
(varia en forma inversa con p).

® Si yuop es el valor optimo del factor de convergencia para el cual la
desviacion media cuadratica alcanza el minimo D,,;,, es simple
verificar que

1
Popt = 0 \/ﬁ(” R _1Q])1/2 YV Dinin = OV\/ﬁ(tr R _1Q])1/2
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Desajuste del algoritmo LMS

e En base a la traza de (148) es posible escribir

tr[IIIK'(n)]-+—tr[1§'(n)13] = uxfgtr[ll] %—i%tr[é?]

e Teniendo en cuenta que la traza de RK (n) y K (n)R es igual,
entonces usando la definicion,

1
2#03

M(n) = Zir[R] + S —tr[Q]
donde, en este caso, el primer término es el desajuste de ruido
v(n), v tiene una forma similar que para un ambiente esta-
cionario. El segundo término es el desajuste de retardo causado
por w (n), el cual es representativo del contexto no estacionario.

e E] desajuste de ruido varia linealmente con p mientras que el
desajuste de retardo varia inversamente con pu. De esta forma,
optimizando x para un desajuste minimo se obtiene

o L (@]
flopt = o, tr[ll]

Mo = 2 (irQ] 0r[R])?

—_

112
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10.5 Desempeno de seguimiento del algoritmo RLS

Teniendo en cuenta el mismo modelo de no estacionaridad que en
el caso anterior, es posible tener en cuenta ahora el algoritmo RLS
aplicado a un filtro adaptivo transversal, dado por

zﬁ(n) = 'lf)(n — 1) + <I>_1(n)u (n)f*(n)

donde ® (n) = ™ A" "u(i)ull(i) v €(n) es el error de estimacion
a priori dado por

{(n) =d(n) = (n = u(n)

Entonces, considerando que

'wo(n) = a'wo(n — 1) —I—w(n) = d(n) — 'wOH(n — l)u(n) —I—I/(n)

es posible escribir la ecuacion de adaptacion del error en el vector de
coeficientes para el algoritmo RLS como

€n) = [I- Q_l(n)u(n)uH(n)]E(n -1+ Q_l(n)u(n)y*(n) + (1 —a)w,(n—1) —w(n)

Realizando una simplificacion similar que en el caso del algoritmo
LMS, suponiendo ¢ proximo a 1, esta ecuacion se reduce a

€n) = [1 =2 (n)ul(n)u(n)fe(n — 1) + @ (n)u(n)r"(n) — 249)

En este punto, es util obtener una aproximacion de la matriz
o _1(n) para permitir un manejo tratable del estudio en cuestion.
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E@(n)] = S A Blu(iu’(i)] = S AR

[u—

n—1 R
= R(L+AX+27 4+ ):7A para n grande
lo que permite (en una aproximaciéon no trivial)
R
1—X
Volviendo a (149) v usando la aproximacién anterior

P (n) = 6 & '(n)=(1—ANR',  paran grande

€n) = [I—(1-MNRu(n)u’(n)é(n—1)+ (1 —NR tu(n)r*(n) —w(n)

Tipicamente X es proximo a la unidad, de forma que 1 — X tiene un
valor pequeno. De esta forma, invocando el método de promediacion

directa

e(n) = /\e(n — 1) + (1 — /\)R_lu(n)l/*(n) — w(n) (150)

Evaluando ahora la matriz correlacion de e(n)

K(n) = /\QK(n — 1) + (1 — /\)QOBR_l + Q

Para obtener una solucién de estado estacionario, para n
suficientemente grande, hacemos K (n = 1) = K (n), tal que

(1-AK ) =Z(1-2%’R'+Q

y usando para A = 1 que 1T — A% = (1 +A)(1 —\) = 2(1 — \), es
posible llegar finalmente a

L 4 (151)
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Desviacién media cuadratica del algoritmo RLS
Aplicando la ecuacion anterior a definicion de desviacion media
cuadratica se obtiene

(1—=2x) 1
2 2(1 — )

tal que, el primer término esla varianza de estimacion debida al ruido

D(n) = 03 tr [R_l] + tr [Q]

de medicion v(n) v el segundo término es la varianza de retardo
debida al proceso de ruido w (n). Estas dos contribuciones varian en
proporcién a (1 — A) y (1 — A)7!, respectivamente. El valor 6ptimo
del factor de ponderacion y la desviacion media cuadratica minima
para el algoritmo RLS estan dadas por

1 ( tr[@] \"*
Ao =1 - — Dmm
vt o, (tr [R 1])

Desajuste del algoritmo RLS

112

Oy(tr [R _1]157“ [Q ])1/2

Multiplicando ambos lados de (151) por la matriz correlaciéon R,
se tiene que

~ o2
RK (n) = 5 VI+%1_”RQ

y en base a la traza de esta ecuacion

(1—2)

tr[RK (n)] = ‘M +——tr[R
tal que aplicando la definicion, el desajuste asociado al algoritmo
RLS sera
1—X 1
M) =2 ——M + tr[RQ]
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El primer término representa el desajuste del algoritmo RLS de-
bido a v(n), que varfa linealmente con 1 — X\ y depende también de
M.

El segundo término representa el desajuste de retardo del algo-
ritmo RLS debido al proceso de ruido w(n). Este término varia
inversamente con 1 — .

El valor 6ptimo del factor de ponderacion exponencial y el valor
minimo del desajuste estan dados por

1 1 1/2
/\opt = 1_;(ﬂtr[RQ])
Mon = (01 tr[RQ])

Oy

10.6 Comparaciéon del desempeno de seguimiento del
LMS y RLS

e Teniendo en cuenta que los algoritmos LMS y RLS se formulan
de forma totalmente diferente, no es sorprendente que exiban
propiedades de convergencia diferentes y también propiedades
de seguimiento diferentes.

e En el algoritmo RLS el vector de entrada esta premultiplicado
por R ', lo que indica la diferencia fundamental entre los algo-

ritmos RLS y LMS.

e (1 — ) en el algoritmo RLS juega el papel de p en el algoritmo
LMS. Teniendo en cuenta esta analogia, pero ademas que A\ es
adimensional en tanto que p tiene dimensiones de potencia se
haran de aqui en mas las siguientes consideraciones

— Para el algoritmo LMS definimos el factor de convergen-
cia normalizado, v = po?, donde o2 es la varianza de la
senal de entrada u(n).
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— Para el algoritmo RLS definimos la velocidad de conver-
gencia, § =1 —\.

e Con el objetivo de realizar la comparacion consideraremos la
relacion entre la desviacion media cuadratica obtenida para am-
bos métodos y también la relacion entre sus desajustes. Especi-
ficamente es posible escribir

DEMS a1 [R Q] 12
DELS — tr[Rl]tr[Q])
MEMS R Q)
MELS MﬂRQ])

e Claramente, la comparacion entre los algoritmos LMS y RLS so-

bre esta base es funcion de R v Q, de forma que sera importante
considerar algunos casos particulares.



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 280

Ejemplo 1: Q = O'EI.

Consideremos el caso de un proceso de ruido w (n) del modelo de
primer orden de Markov originado de una fuente de ruido blanco de
media cero y varianza ¢>. Su matriz correlacion serd

Q IUEI

Luego usando las relaciones anteriores es posible concluir que

DLMS DRLS

man man

My = M

112

1

tal que el comportamiento para ese tipo de no estacionaridad es
similar en ambos algoritmos.

Ejemplo 2: Q =¢R.

En este ejemplo consideraremos que la matriz @ es proporcional,
a través de una constante c¢;, a la matriz correlacion de la entrada.
Se introduce la constante ¢y con dos objetivos:

1. Para tener en cuenta que el proceso de ruido w (n) y el vector de
entradas « (n) se miden en unidades diferentes.

2. Para asegurar que el p optimo para el algoritmo LMS y el A
optimo para el algoritmo RLS tengan valores equivalentes.

Los resultados de la comparacion, asi como los del ejemplo sigu-
iente se muestran en la tabla a continuacion

Q =R Q =R
DLALS M (M (R ]V
D%gs (tr[R ] tr[R])V/? R
Mmin t R 1 —11\1/2
ML (Mtrr[[]{;])l/? ar(tr[R]r[R ]
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Ejemplo 3: Q = CQR_l.

Consideraremos que existe también una relacion directa entre Q
v R~ a través de una constante co de proporcionalidad, utilizada
por las mismas razones que en el ejemplo anterior. Los resultados de
la comparacion se incluyeron en la tabla anterior.

Los resultados mostrados en esa tabla muestran simetria reciproca,
cuyo significado especifico se discutira mas adelante.

Los resultados de los términos en la antidiagonal de esa tabla
conducen a la aplicacion de la desigualdad de Schartz, lo cual
implica las siguientes cotas

MEMS < MELS hara Q@ = iR

mwn
RLS LMS —1
D . < D -7 paraQ = coR

lo que conduce a las siguientes proposiciones

1. Para Q = ¢ R, el algoritmo LMS tiene mejor desempeno que el
RLS, ya que produce el menor desajuste minimo.

2. Para Q = cuR ™', el algoritmo RLS tiene mejor desempeno que
el LMS va que produce la menor desviacion media cuadratica.

No es posible ser tan conclusivos en relacion a los términos de

la diagonal de la tabla, aunque en funcion de la simetria reciproca
LMS
RLS MLMS

comentada es posible establecer que si, para Q = cqR, D
Dy

Para ilustrar la validez de esta proposicion consideraremos el caso

entonces es clerto que, para Q = CQR_l, M

especial de un filtro adaptivo de orden M = 2, tal que
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Los valores de comparacion obtenidos en la tabla anterior se in-

cluyen en la tabla siguiente para este caso particular

—1
Q =R Q =R
7 T 5.0 .0
pLIS 2¢/rirge—rly | /2084203 403,
DRLS ri1+ron r11t+roe
its
MT}%TS 1147929 114792
Minin \/2(7“%1+27”%1+7“%2 2\/7“117“22—7“%2

Teniendo en cuenta que (ri; — r99)* + (2r91)? > 0, esta tabla
permite establecer las siguientes conclusiones

1. Para Q = 1R, el algoritmo LMS se desempena mejor que el
algoritmo RLS de forma que produce los menores valores de D,,,;,,

2. Para Q = csR ™!, el algoritmo RLS se desempena mejor que
el algoritmo LMS de forma que produce los menores valores de

Estos dos ultimos ejemplos muestran que los algoritmos LMS y
RLS no tienen un completo dominio de buen desempeno en seguimiento,
si no que mas bien uno u otro algoritmo sera preferido para el
seguimiento en un ambiente no estacionario dependiendo del con-
texto prevaleciente.



