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3 Filtros de W iener
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El problema de filtrado 6ptimo lineal

Dadas muestras de entrada y coef. del filtro Condiciones en el instante n
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Figura 5: Representacion del problema de filtrado estadistico.

e Se han introducido dos restricciones al filtro:

1. Que el filtro sea lineal, lo cual conduce a un tratamiento
estadistico manejable.

2. Que el filtro opere en tiem po discreto, lo cual hace posible
ue sea implementado utilizando hardware /software digital.

o Los detalles de las especificaciones del filtro dependeran sin em-
bargo de otras dos elecciones que deben realizarse:

1. Que la respuesta impulsiva del filtro sea de duracion finita

oinfinita.

2. El tipo de critério estadistico a ser utilizado en la opti-
mizacion.
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e La cleccion de filtros de respuesta finita al impulso (FIR) o
respuesta infinita al impulso (HR) queda determinada por
consideraciones practicas. Las discusiones en esta seccion
y las siguientes se realizaran en base a filtros FIR.

e La eleccion del critério estadistico para optimizar el diseno del
filtro esta influenciada por la simplicidad del an4lisis formal
del problema. Es posible elegir un diseno para minimizar una
funcién costo definida por ejemplo por

— El valor medio cuadratico del error de estimacion.
— La esperanza del valor absoluto del error de estimacion.

— La esperanza de la tercera o cuarta potencia del valor abso-
luto del error de estimacion.

Claramente la opcion 1 tiene ventajas sobre las otras dos debido
a que conduce a un tratamiento matematico manejable.

Resumiendo, la esencia del problema de filtrado:

Disenar un filtro lineal discreto cuya salida y(n ) permita
obtener una estimacién de la respuesta deseada d(n ), dadas
un conjunto de muestras u(0), u(1), u(2), - - -, tal que el valor
medio cuadratico del error de estimacién e(n ), definido como
la diferencia entre la respuesta deseada d(n) y la salida del
filtro y(n ) sea minimizada.

Nuestra forma de aproximacion a la solucion del problema

e cstudio de un importante teorema: el principio de ortogo-
nalidad.

e comportamiento de lasuperficie de desempeno del error.
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3.2 EIl principio de ortogonalidad

e La salida del filtro puede escribirse como una convolucion lineal

y(n) = § w;;u(n — k), n=201--- (13)
k=0

donde * denota conjugacién compleja.

e El propédsito del filtro de la figura (5) es generar una respuesta
deseada d(n). Suponemos en general que la entrada del filtro e
la respuesta deseada son realizaciones de procesos ESA.

e La estimacion de d(n) se acompana por un error definido por

e(n) =dn) =y(n)

e Paraoptimizar el diseno del filtro elegimos minimizar
el valor medio cuadratico del error de estimacidén

e(n). Es posible entonces definir la funcién costo como

donde E denota el operador esperanza estadistica. El
problema es entonces determinar las condiciones de operacion
para las cuales J alcanza su valor minimo.

e Para datos de entrada complejos, los coeficientes son en general
complejos. Si wy, es el k-ésimo coeficiente sera wj = aj + jby,
E=0,1,2,---. Entonces podemos definir el gradiente V y para
el k-ésimo coeficiente sera
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e Luego aplicando el operador V a la funcion costo J obtenemos
un vector gradiente V .J, cuyo k-ésimo elemento es

0]  dJ
ViJ =—4+j—, k=012 ---
day. 0bjy.

e Notar que para que la definicion del gradiente complejo sea
valida es necesario que la funcion costo J sea real. El oper-
ador gradiente se utiliza siempre en la obtencion de los puntos
estacionarios de la funcion de interés. Esto significa que la
restriccion compleja debe convertirse a un par de restricciones
reales.

e Para que la funcion costo alcance su valor minimo, todos los
elementos del gradiente V J deben ser simultaneamente cero, o
sea

Vil =), k=012---

e La funciéon costo J es un escalar independiente de n, de esta
forma

Vi] = E agiz)e*(n)+a;*a(:)e(n)
8e(n)] *( )+8e*(n)j e(n)
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e Entonces

S
) a1
a;*a(:) ()
3;1(:) it — k)

de forma que

Vil = —QE[u(n — k)e*(n)]

e Sic,(n) esel valor particular del error de estimacion para el filtro
opera en la condicion de minimo, en ese caso se verifica que

Blufn = 1) ()] =0, & =0.1,2,---

En palabras esta ecuacion puede sintetizarse como el principio
de ortogonalidad

La condicion necesaria y suficiente para que la funcién
costo J alcance su valor minimo es que el valor corre-
spondiente del error de estimacion e,(n) sea ortogonal a
cada muestra que permite obtener la respuesta deseada
en el instante n.
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3.2.1 Corolario del principio de ortogonalidad

e Utilizando la ecuacién (13) es posible expresar

Bly(n)e*(n)] = B[S wiu(n = k) ()] = & wiBluln = k)e’ (n)
k=0 k=0
® Si y, es la salida del filtro optimizada en sentido
medio cuadratico, con eo(n) el correspondiente error

de estimacién, entonces en base al principio de ortogonalidad

Elyo(n)ey(n)] =0

o Si dA(n|U ) es la estimacion de la respuesta deseada dptima en
sentido medio cuadratico sobre datos de entrada sobre U,, e in-
cluyendo n, entonces

A(n|U) = yo(n)

e Notar que la estimacion d(n|U,,) tiene media cero debido a que
las entradas se suponen de media cero. Esta condicion es compat-
ible con la suposicion de media cero sobre la respuesta deseada

d(n)
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3.3 EIl error medio cuadratrico minimo

e Cuando el filtro lineal opera en su condicion 6ptima, la ecuacion
del error toma la forma

eoln) = d(n) = y(n) = d(n) = d(n|U,)
de donde d(n) = d(n|U,) + eo(n).

® Si J,.n es el error medio cuadratico minimo J,,;, = E[|eo(n)]?],
entonces usando el corolario del principio de ortogonalidad se
obtiene

donde o2 es la varianza de la respuesta deseada v o2 es la varianza
d d

de la estimacin d(n|U7,).

e De esta ecuacion es posible obtener

Jonin = U?Z — 03 (14)

que muestra que para un filtro éptimo el error medio cuadratico
minimo es igual a la diferencia entre las varianzas de la respuesta
deseada y la estimada.
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3.4 Ecuaciones de Wiener-Hopf

e En forma mas general el principio de ortogonalidad puede es-
cribirse como

E

Mn—m(f@%—fwwﬂﬁ—w)zo,kZOJJ,u
1=0

donde w,; es el i-ésimo coeficiente en la respuesta impulsiva del
filtro 6ptimo.

o Reordenando esta ecuacion se obtiene

:ﬂwEh®—%MWn—wL:Eh@—wMWML =012

e Que puede escribirse como

§ wer(i — k) =p(—k), k=01,2---
=0

que se denominan ecuaciones de Wiener- Hopf.
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3.4.1 Solucion para filtros lineales transversales

La solucién del conjunto de ecuaciones de Wiener-Hopf se simplifica
considerablemente para el caso especial en que se utilice un filtro
transversal o FIR para obtener una estimacion de la respuesta de-
seada d(n ), como se muestra en la figura (6).

u(n) ufn-1} u(n-M+2) u(n-M+1)

©
&

Figura 6: Filtro transversal.
En ese caso las ecuaciones de Wiener-Hopf se convierten en un

conjunto de M ecuaciones simultaneas dadas por

M—-1
> woir(i — k) Ip(—k), EF=012---M —1 (15)
1=0
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3.4.2 Formulacién matricial

Si R es la matriz de correlacion de la entrada de u(n) au(n —M +1)
al filtro transversal, entonces R = E[u (n)U " (n)], donde

u(n) = [u(n),u(n — 1),---,u(n — M + 1)]T

En forma expandida

T(O) r(l) T(M —1)
L
_r*(M —1) r*(M —2) T(O)

Ademas el vector de correlaciones cruzadas es p = E[u(n)d*(n)],
tal que

p(n) =[p(0).p(=1). -+ .p(1 = M)

tal que las ecuaciones de Wiener-Hopt pueden reescribirse en forma
matricial como

Rw,=p

donde w , es el vector de coeficientes éptimos del filtro transver-
sal, o sea

wO — [w007w017 te °7w0,M—1]

Dado que la matriz de correlacion es generalmente no singular, la
solucion de las ecuaciones de Wiener-Hopf sera

w, — R_lp
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3.5 Swuperficie de Error

e Las ecuaciones de Wiener-Hopf como discutidas estan relacionadas
con el principio de ortogonalidad.

e Es posible obtener esas ecuaciones examinando la dependencia
en la funcion costo J de los coeficientes del filtro transversal.
Con ese objetivo e(n) = d(n) — Sp5" wiu(n — k), tal que

J = FEle(n)e"(n)]

= Bl = X wiBlutn = K (n)] = X wBlu’(n = k)d(n)

M-1M-1

+ Z Z wiw; Elu(n — k)u™(n — )]
k=0 =0
e Es posible reconocer
— Para la primera esperanza tenemos a?l — F [|d(n)|2], donde

o3 es la varianza de la respuesta deseada d(n ), supuesta de
media cero.

— Para el segundo y el tercer término se tiene

p(=k) = Eluln —k)d"(n)]
p(=k) = Elu"(n —k)d(n)]

donde p(—k ) es la correlacion cruzada entre u(n — k) y d(n).

— Finalmente, pare el cuarto término se tiene

r(i — k) = E[u(n — k)u*(n — 1)]

donde r(i — k) es la funcién autocorrelacion para el retardo
t— k.
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e De esta forma

M—1 M—1 M—1M—1
J = 03 — Z wip(—k) + Z wep (—k) + Z Z wiw;r(t — k) (16)
k=0 k=0 k=0 =0

® / esuna funciéon de segundo orden de los coeficientes
del filtro y define en relacion a los coeficientes wqg, w1y, - -+, w pr—q
una una superficie paraboloide de M + 1 dimensiones,
con M grados de libertad representados por esos co-
eficientes, caracterizada por un tinico minimo y denominada
superficie de desempeno del error del filtro transversal.

e En el minimo de la superficie de error, la funcion costo J alcanza
su valor minimo de J,,;,. En este punto el vector gradiente ¥V J
es igual a cero. En otras palabras

Vi =0, k=01--- M —1 (17)
donde VJ es el k-ésimo elemento del vector gradiente.

e Teniendo en cuenta como antes la parte real e imaginaria de wy,
como wy = ap + jbg, es posible reescribir Vi.J en base a (16) de
la siguiente forma

o0J o0J M—1
Vil = +j——==2p(—k)+2 X wir(i — k)
day. 0by. i=0
tal que aplicando la condicién de optimalidad de la ecuacién (17)
se obtiene
M—1

> woir(i—k) Ip(—k), EF=01:--M —1
1=0

donde wp, wer,+ -+, wear—1 son los coeficientes éptimos del filtro
transversal. Estas ecuaciones son idénticas a las de Wiener-Hopf.



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS b3

3.5.1 Error medio cuadratico minimo

o Si dA(n|U ) es la estimacion de la respuesta deseada d(n), en-

tonces
~ M-1
d(n|Un) = > w:ku(n — k) = 'wOHu(n)
k=0
de donde
03 = E['wOHu(n)uH(n)'wo]

donde R es la matriz correlacion.

e En particular es posible reescribir esta ecuacion, usando la solucion
optima de los coeficientes como

2 _ H_ _ _H
cr=w,p =p w,

e Para evaluar el error medio cuadratico minimo producido por
el filtro transversal usamos esta ltima ecuacién en (14) para
obtener

2 H 2 HpH -1
Jminzad_p Wy =04 —P R 'p
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3.5.2 Forma candnica de la superficie de error

o Utilizando la notacion matrical

J(w):O'?l—pr—pr —I—wHR'w

e Completando cuadrados sobre J(w ) en w

J(w) = U?Z — pHR_lp + ('w — R_lp)HR('w — R_lp)

de donde obviamente es posible concluir que

min _
J(w)zagl—pR 1p
w

para w, = R 'p. De esta forma

J(w) = Jin + ('w — R_lp)HR ('w — R_lp)

e Considerando que R = QA Q"

J('w) = Jpun + ('w — 'wO)HQAQH('w — 'wo)

o4

(18)
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e Con una transformacién sobre w , de la formav = Q' (w —w,).
es posible reescribir (18) en la forma canénica

J('w) = Jmin —I—I/HAI/

e ['n esta nueva formulacion del error medio cuadratico no existen
productos cruzados, de forma que

M . M 9
J = Jmin + kzlkaka = Jmin T+ kzl /\k|Vk|

donde v}, es la k-ésima componente del vector v .

e Ll aspecto practico de esta tultima representacion es que v consti-
tuye el sistema principal de coordenadas de la superficie
de desempeno.
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3.5.3 Ejemplo
e La senal deseada d(n) es un modelo AR de primer orden

G —
T 1 10,8458

con una entrada vy (n) ruido blanco de media cero y varianza

o7 = 0.27. d(n) se aplica a un canal de comunicaciones modelado
por un filtro de la forma

Hy(s) = ——
2 T 1 1 0.9458: 1

e La salida del canal x(n) tiene una perturbacién vs(n), ruido

blanco de media cero y varianza ¢3 = 0.1, tal que la senal

recibida es u(n) = x(n) + va(n) (v1(n) y v2(n) no estan cor-
relacionados).

e El objetivo es disenar un filtro de wiener de forma transversal con
dos coeficientes para obtener una estimacion de d(n ) en sentindo
medio cuadratico.

e La varianza de d(n) es

o 027
1—a? 1—(0.8458)2

07 = = (0.9486

e La salida del canal x(n) es entonces un proceso AR de segundo
orden dado por

x(n) —I—alx(n — 1) —I—agx(n — 2) = V(n)

donde ¢y = —0.1 y as = —0.8. Notar que d(n) y z(n) son
procesos estacionarios en sentido amplio.
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e Para obtener el filtro de Wiener es necesaria la matriz correlacion
R (2 x 2) asociada a la senal recibida u(n) y el vector de cor-
relacién cruzada p (2 X 1) entre u(n) v d(n).

e LLa matriz de correlacion sera

R=R,+ R>
e Para R, se tiene que
(0) = o (1“2) 4 |
T = 0, = =
1 —ay [(1—|—a2)2—a%]
—aq
(1) = = 0.5
(1) = 1
de donde R = {éé (1)?

e Para obtener p es necesario evaluar Efu(n — k)d(n)|, para k =
0,1. Sustituyendo u(n) = z(n) 4+ v2(n) en la definicién de p(k)
se obtiene

p(k)=rp(k)+byr.(k —1), k=01

0.5272

de forma que con b = —0.9458 se obtiene p = 04458

e De esta forma es posible obtener el error medio cuadratico

J(wo.wi) = 0.9486 — 1.0544wg + 0.8916w | + wow; + L.1(w) + w?)

donde J,,;, = 0.1579, el filtro de Wiener
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0.8360

_ -1 _
wo=R "p=1_-g53

v la superficie de desempeno canénica (con A\ = 1.6 y Ay = 0.6)
dada por

J(Vl, 1/2) = Jin + 1.61/12 + 0.61/22
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Figura 7: Superficie de error del filtro transversal descripto en el ejemplo.

e El lugar geométrico de vy, v1 es una elipse para un valor fijo de
J — Jmin. En particular, la elipse tiene como eje menor [(J —
Tomin/A1]Y? sobre vy como eje mayor (] — Tomin/ A2]'? sobre
la coordenada vs.
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3.6 Ecualizacién

e Un posible canal para la transmision de datos digitales es el
canal telefénico, el cual esta caracterizado, en los casos sim-
ples, por una alta relacion senal a ruido. Sin embargo, una lim-
itacion pratica clave del canal telefonico es que esta limitado

en ancho de banda.

e En consecuencia, cuando se transmiten datos por medio de mod-
ulacion de amplitud discreta (PAM) en forma combinada con un
esquema lineal de modulacion digital (por ejemplo modulacion
cuaternaria digital (QPSK)), el ntimero de niveles detectables
que el canal telefonico puede soportar esta esencialmente lim-
itado por la interferencia intersimbolo (ISI), mas que el
ruido aditivo.

e Supondremos en la discusion siguiente que el ruido a la salida
del canal es despreciable. La ISI ocurre en general asociada
a la dispersion del simbolo transmitido por el ancho de banda
limitado del canal, lo que resulta en el solapamiento de simbolos
adyacentes. Si la ISI no se corrige se pueden producir errores en
la deteccion de los datos recibidos.

e Un método efectivo para combatir la degradacion debido a ISI
es introducir un ecualizador en cascada con el canal, como
mostrado en la figura (8). Una estructura simple para esta apli-
cacion es el filtro transversal que se muestra. Por la simetria
asociada, el nimero total de taps del ecualizador se elige igual a

(2N +1).
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Canal ) ¥in)
de uny . »
xn) —————— Comunicaciones Ecualizador
@
u(n uln - 1) uh-1
U(g“‘l-) ol 2 b eee un+1) z-1 - ) z-1 e z

yin)

Figura 8: a) Diagrama en bloques de un canal ecualizado, b) implementacion del ecualizador
con un filtro transversal simétrico.
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e La respuesta impulsiva del ecualizador es

hin) = k:g_:Nhké(n — k)

donde 6(n ) es la funcién Delta de Dirac.

e En forma similar, la respuesta impulsiva del canal

c(n) = ché(n — k)

k

e La conexion en serie del canal y ecualizador es

N

w(n) = > wké(n — k)

k=—N

donde la secuencia w,, es igual a la convolucion de las secuencias
cn V hy, O sea

N
wy = > hpe—y, 1=0,=xl,---,£N
k=N

e Supongamos que la secuencia de entrada al canal u(n) sea ruido
blanco de media cero y varianza unitaria. De esta forma, la
matriz correlacion R tendra como elementos

1, 1=0
(1) = {0, 10

e Para tener en el receptor una senal de respuesta descada d(n ),
suponemos disponible en él una versién senal retrasada de d(n),
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que en particular coincide con la senal a transmitir, o sea d(n) =
u(n), donde n corresponde al tap central del ecualizador. De
esta forma la correlacion cruzada entre la secuencia transmitida
u(n) v la respuesta deseada d(n) serd

1) = =0
PO 100 1=41,42, - &N
e Usando ahora las ecuaciones de Wiener-Hopf se obtiene
1 1 =0
0 T =142 £N
6 en forma equivalente

1. 1 =0

N
Wy ek = {0, | =+1,42,---, &N

e Este sistema de ecuaciones puede escribirse como

Cop t* C_N41 C-N C_N—1 *** C_3N h_n 0
CN-1 - Co C_1 C_9 ot CN41 h_4
cN e cy co c_{ - C_N ho =1
CN41 C2 6] Co o C-N+41 hq
| &Ny + eNg1 6N eN—1 o ¢ | | hn o] L 0

e En la literatura de comunicaciones este tipo de ecualizador se
denomina zero forcing, debido a que para un pulso transmitido
por el canal el ecualizador restringe la salida del receptor a ser
cero para todos los instantes de muestreo excepto para aquel que
corresponde al simbolo transmitido.



