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Prediccién lineal

e El problema de prediccién puede establecerse considerando un
proceso estocastico u(n),u(n — 1), -+, u(n — M ). Involucrando
solo las muestras pasadas es posible realizar una estimacion de

u(n).

e SiU, | denota el espacio M dimensional barrido u(n —1), u(n —
2),-++,u(n — M), utilizamos @ (n|U,_1) como notaciéon para la
prediccién de u(n)

e En prediccién lineal es posible expresar el valor estimado
como una combinacion lineal de las muestras en U,_;. Este
procedimiento se denommina prediccién lineal forward.

e Otra forma de prediccion es utilizar u(n), u(n — 1), -+, u(n —
M + 1) para realizar una predicién de u(n — M ). Esta forma de
prediccion se denomina prediccién lineal backward.

e Se discutiran en esta seccion ambos predictores en el contexto
de la teoria de filtrado de Wiener y sus aplicaciones basicas.
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4.1 Prediccién lineal forward

e La figura 9 muestra un predictor forward, consistente en un

filtro transversal con M coeficientes w ;= [w 1, w o, -, w ry]"
u(n) 24 uln -1} 240 u(n_—2) . u(n—y+1) ot uin-M)
dinivg,, 3)
&~ i ®
)
u(n) § u(n.—1) 241 up-2) . u(n-y+1) et u{n - M)
OENONNCINCINC
fu )
v FE
® ® z &r
)
e
u(n) ! 2 Predictor | fu )
I de orden M - 4 |
| |
| !
| |
b o o _

Filtro de error de prediccion

©

Figura 9: a) Predictor de un paso, b) filtro de error de prediccion, ¢) relacién entre el preictor

y el filtro de error de prediccion.

e Asumimos que u(n) es un proceso ESA de media cero, y se opti-
mizaran los valores de los coeficientes en sentido medio cuadratico
siguiendo la teoria de filtrado de Wiener.
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e La prediccion de u(n) serd

M
'll(n|Un_1) = kz_:lw;kcvku(n — k)

e Elerror de prediccién forward fy(n) esla diferencia entre
la respuesta deseada d(n) = u(n) y el valor estimado, o sea

fu(n) = uln) —a(n|U,)

donde el subindice M indica el niimero de retardos necesarios
para realizar la prediccion.

e Con los coeficientes del predictor en el valor 6ptimo, el error
medio cuadratico minimo estara dado por

Py = E||fa(n)]’]

e Como los coeficientes se supuso tenian media cero, también la
tendrd fur(n) y en consecuencia Py es también la varianza de

fM(n)

e Para obtener la solucion de Wiener para los coeficientes w ; es
necesario obtener la matrix correlacion, el vector de correlacion
cruzada y ademads para obtener Py, la varianza de u(n ), entonces

1. Para el vector de entradas definido por

u(n —1) = [u(n —1),u(n —2),---,u(n —M)]T

la matriz correlacion sera
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T(O) r(l) T(M —1)
_ r*(1) r(0) r(M —2)
O 1) (M —2) e o(0)

de forma que coincide con la matriz correlacion de un proceso
estacinario, como discutido en la seccon anterior.

2. Elvector de correlacion cruzada entre u(n—1), -+« u(n—M )
v la respuesta deseada u(n ) serd

r = E[u (n — l)u*(n — 1)]
(1)) ] (=)
r*@) r(f2)

n)] (=) |

3. La varianza de u(n ) es r(0), dado que u(n) tiene media cero.

e De esta forma, la solucion éptima de Wiener-Hopt para resolver
el problema de prediccion lineal forward puede escribirse como

Rwr=r 19
f (

y el error medio cuadratico minimo toma la forma

Py =r(0) —rMw; (20)



@ Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 67

4.1.1 Relacién entre prediccion lineal y modelado AR

e Es sumamente informativo comparar las ecuaciones de Wiener-
Hopf para el problema de prediccion lineal (19) con las ecuaciones

de Youle-Walker para un modelo AR.

e Las dos tienen la misma forma matematica. Ademas, la varianza
del error de prediccion forward tiene también la misma forma
matematica que la varianza del proceso de ruido blanco utilizado
para excitar el modelo AR.

e Para el caso de un proceso AR entonces esto implica que si el pre-
dictor es optimizado en sentido medio cuadratico sus coeficientes
corresponderan a los de aquel modelo.

e Esto no es sorprendente si se tiene en cuenta que la ecuacion que
define el error de prediccion es igual a la ecuacion a diferencias
que define un proceso AR.

e Cuando el proceso de entrada al predictor no es AR, sin em-
bargo, la utilizacion del predictor solo provee una aproximacion
al proceso de entrada.
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4.1.2 Ecuaciones de Wiener-Hopf aumentadas para prediccién for-
ward

e Dado el error de prediccion forward dado por

fM(n) = u(n) — k%jiw;;’ku(n — k)

y en base a la siguiente redefinicion de coeficientes

(1 k=0
GME —wysp, k=12 M

sirve para definir el filtro de error de prediccién forward,
que opera sobre u(n ), u(n—1), -+, u(n —M )y tiene como salida

M *
fu(n) = 3 ay puln —k)
=0

e En base a la solucién matricial para el problema de prediccion
forward es posible escribir

1 —_—

donde ahora la matriz asociada es también de correlacion pero
de orden (M +1x M +1).

Py
0

av ="M )

r R r R

{r(o) rH {r(o) rH

e En forma expandida

M Py, i =0
(ke — ) =
kZ::()aM’ZT( Z) {O, i=1,2,---, M

que se denominan ecuaciones de Wiener-Hopf aumen-

tadas.
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Ejemplo:

e Para el caso de un filtro de error de prediccion de orden M =1,
las ecuaciones aumentadas seran

0 o Lee] =15
tal que
i = %r(o) - —Z—iﬁ(l)

donde A, = r%(0) — |r(1)|* (determinante de R ).
e Como a;y = 1, entonces: Py = A, /r(0) y a3 = —r*(1)/r(0).

e De forma similar para el caso de un filtro de error de prediccion
de orden M = 2 se tendra que

Py = A
L) — ()P
e (0) = r(1)r(2))
20 = [r(DP
o R =0
TP
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4.2 Prediccién lineal backward

e Para U, el espacio M dimensional barrido por u(n), u(n — 1),
++-,u(n —M +1) es posible realizar la prediccién backward
(hacia atras) de u(n — M) en forma lineal como

M
ﬁ(n — M|Un) = kz—:l ezvku(n —k + 1)

upp) o ufn - 1) " un-M+1) L un - M)
ONNCINC
G - M,
(@
uln) o ufp-1) ufn =M+ 1) o un - M)
[
ONNCRNCINC
(D)2
z z ®
)
u(n) 21 ufn-1) . u(n —-M+1) 2 uln -~ M)

CHNCINCING

(@]
_.@_» _.@ @ on

Figura 10: a) predictor backward de un paso, b) filtro de error de prediccién forward, filtro de
error de prediccion backward definido en términos de los coeficientes del filtro correspondiente
de prediccion forward

e Para obtener la solucién de Wiener de wy, = [wyy, wpo,
7

K
wp )", es necesario considerar que la respuesta deseada es ahora
d(n) = u(n — M)
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e Por otro lado el error de prediccion backward sera

bM(n) = u(n —M) — ﬁ(n — M|Un)

donde el subindice M esta relacionado al niimero de muestras
necesarias para obtener la predicion. En particular, para el valor

optimo de wy, el error medio cuadrdtico minimo sera
— 2
Py = E[|bM| ]

e Para resolver el problema de filtrado de Wiener son necesarias:
la matriz correlacion y el vector de correlacion cruzada. Para
obtener Py serd necesaria la varianza de u(n). Considerando
esas tres cantidades:

1. Para el vector de entradas definido por

u(n) = [u(n),u(n — 1),--- ,u(n — M + 1)]T

la matriz correlacion sera

R = Efu(n)u’(n)

2. El vector de correlacién cruzada entre w(n) y la respuesta
deseada u(n — M ) serd

rB = Elu(n)u*(n = 21)]

r(M)
T(M — 1)

(1)

donde el subindice B indica el ordenamiento hacia atras de
los coeficientes de correlacion.
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3. Lavarianza de u(n —M ) es r(0), dado que u(n ) es estacinario

y tiene media cero.

e De esta forma, la solucion éptima de Wiener-Hopt para resolver
el problema de prediccion lineal backward sera

*

R'wb:rB (22)

y el error medio cuadratico minimo toma la forma

Py =r(0) — % w, (23)

La relacion entre las ecuaciones de Wiener-Hopf para prediccion
backward y forward y filtrado son

Filtro de Wiener Predictor Forward Predictor Backward

Entrada u(n) u(n-1) u(n)
Respuesta deseada d(n) u(n) u(n — M)
Coeficientes w, wy wy
Error de estimacién e(n) fau(n) bar(n)
Matriz Correlacion R R R
Correlacion cruzada p r rB”

Error medio g Py Py

cuadratico minimo
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Relacion entre predictores backward y forward

e En base a las ecuaciones de Wiener Hopf para los predictores
forward v backward, v como RY = R,

*

w) =wy (24)

e Con proposito similar y considerando el error medio cuadratico
minimo para el predictor backward reescrito como

Py = r(O) — rT'wéB

y en base a la ecuacion (24) se verifica que es igual al error medio
cuadratico minimo para el caso del predictor forward.

Filtro de error de prediccién backward.

e En forma similar al filtro de error de prediccion forward es posible
definir el filtro de error de prediccién backward, en este
caso a partir de

M M
bM(n) = u(n —M) — > wzvku(n —k 4+ 1) = > c}kw’ku(n —k 4+ 1)
k=1 k=0

—WhEk+1 kIOalaaM_l
1, k=M
cientes del filtro de error de prediccion backward.

son los coefi-

donde cprp = {

e En base a (24) en forma escalar se tiene que wj y_p. = wy .
para k = 1,2,---, M, 6 en forma equivalente

*
U}b7k:wf7M_k_|_1, ]{7:1,2,"',M
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de donde sustituyendo en la definicion de los coeficientes del filtro
de error de prediccion backward se tiene que

CMk: _wi;‘vM_kk:O’]"...jM_l
’ 1, E=M

y finalmente usando la relacion entre los coeficientes del filtro de
error de prediccion forward y los del predictor forward se obtiene
que

*
CM,k:aM7M—k7 k:()ala"'aM

e De esta forma es posible expresar la relacion entrada salida del
filtro de error de prediccion backward como

M

bM(n) = kZ::OaM7M_ku(n — k)

Ecuaciones de Wiener-Hopfaumentadas para prediccién

backward.

e Las ecuaciones de Wiener-Hopf para prediccion backward y el
error medio cuadratico minimo pueden reescribirse (en forma
similar al caso de prediccién forward) como

*
R B

r BT (0) _;Ub] -

y en forma escalar, usando los coeficientes del filtro de error de

0
Py

prediccion forward

M 0, i=0+-.M—1
>k k s — 9 9 9
EOQM’M_”( 2 {PM, i =M
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4.3 Algoritmo de Levinson Durbin

e Se discutirda ahora un método para calcular los coeficientes del
filtro de error de prediccion y el error de prediccion minimo re-
solviendo las ecuaciones aumentadas de Wiener-Hopf. El método
es recursivo por si mismo y hace uso particular de la estructura
Toeplitz de la matriz correlacion de la entrada.

e Basicamente el procedimiento, denominado Algoritmo de Le-
vinson - Durbin, utiliza la soluciéon de las ecuaciones aumen-
tadas de Wiener-Hopf del filtro de error de prediccion de orden
m — 1 para obtener la solucion correspondiente para el filtro de
error de prediccion de orden m. El orden va de M =1,2,---,
hasta M, donde M es el orden final del filtro.

e La caracteristica importante de este algoritmo es su eficiencia
computacional para resolver las ecuaciones aumentadas como
contrapartida a un método clasico como el de eliminacién de
Gauss.

e Sia, (m+1x1)esecl vector de coeficientes del filtro de error
de prediccion de ordem m, vimos que el vector correspondiente
de coeficientes del filtro de error de prediccion backward puede
obtenerse de ¢l reordenando y conjugando sus componentes, o
sea aP*. Consideremos ademas los vectores a,,_; v a?* | de
(m x 1) los coeficientes correspondientes a los filtros de error de

prediccion forward y backward de orden m — 1.
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e La recursion de Levinson-Durbin puede establecerse en cualquiera
de las siguientes formas equivalentes:

1. La recursién de orden para obtener el vector de coefi-
cientes del filtro de error de prediccion forward es

a,,—1 0
m—1
donde x,, es una constante, con version escalar
= . =0,1 26
am,l - am—l,l + f{mam—lﬂn—la [ = y Lyttt M ( )

donde a,,; es el coeficiente I-ésimo del filtro de error de
prediccion forward de orden m, similarmente para a,,—1;
pero de orden m — 1y ay, 4 ,,_; es el I-¢simo coeficiente
del filtro de error de prediccion backward de orden m — 1.
Notar que ap,—10 =1y ap—1,,m = 0.

2. La recursién de orden para obtener el vector de coefi-
cientes del filtro de error de prediccion backward es

Bx 0 x | @m—1
Oy = Bx + Kom { 0 ]
am—1
y la version escalar
* * *
Cyyom—1 — Am—1,m—1 + Km@m—1,1, [ = Oa 17 T, m (27)

donde ay, ,,_; es el coeficiente I-ésimo del filtro de error de

*

prediccion backward de orden m , similarmente para ay, 4,

pero de orden m —1y ay,  ; es el I-ésimo coeficiente del filtro
de error de prediccion forward de orden m — 1.
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e Kl algoritmo de recursion de orden puede formularse en base
a uno u otro tipo de filtro de error de prediccion ya que una
formulacion puede obtenerse de la otra.

e Para establecer la relacion entre este algoritmo y la solucion de
las ecuaciones aumentadas de Wiener-Hopf, es posible analizar
la constante k,,. Con ese objetivo, premultiplicando la recursion
de la ecuacién (25) por R,,41, la matriz de correlacion de (m +
1 X m + 1), se tiene que

1. El término de la izquierda toma la forma (ver ecuacion au-
menta (21))

P,

) 29

Rm—l—lam —

donde la notacion para R,,.1 v 0,, hace referencia a sus
dimensiones y en cambio a,, v P,, hace referencia al orden
del predictor.

2. En el primer término de la derecha usamos una de las par-
ticiones posibles de la matriz correlacion R ,,.q, de forma

que
Bx*
am—1 R, r am—1 R a1
R, = m = 29
a5 =L L = e

Notar que las ecuaciones aumentadas del filtro de error de
prediccion de orden m — 1 son

R a, 1=

Pm—l ]
01

y definiendo la constante
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m—1

A1 = rnB;Tam_l = Z:() r(l — m)am_u (30)

la ecuacion (29) puede reescribirse finalmente como

Py
a,,_
R 0 1] = | Opm—1 (31)
Am—l

3. En el segundo término de la derecha usamos otra de las par-
ticiones posibles de la matriz correlacion R ,,.q, de forma

que
R O |: T(O) ’l"g O rganbib*_l (32)
+1 = =
" nBic*—l Tm R aﬁ*_l Rmanbie*—l

Para este caso las ecuaciones aumentadas del filtro de error
de prediccion de orden m — 1 son

Bx Om—l
Rma -1 =
" P
y teniendo en cuenta que
Bx* o UL *
"mOm—1 — D (_k)am—l,m—k
k=1
m—1 * * *
- ZZ:O r (l o m)am—l,l — Syl

=1 0,1 (33)
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De esta forma el resultado es

P :z—l

Py,
0 = | 0p—1 | +Em | Op—
" Am—l Py

De esta ecuacion puede deducirse que:
1.

Py = Pp—1 +KA:1—1

de donde x,, = —F==L

3. De las anteriores

Py = P (1= |rml]?)

79

(34)

(35)

(36)

Cuando el orden del filtro de error de prediccion aumenta,

P,, decrece (no puede ser nunca negativo), de forma que
0< P, <P,1, m>1 Como Py=r(0), el error medio

cuadratico minimo final sera

(1=l

==

Py = Py
m
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Interpretacién de los parametros k,, vy A\,
® i, 1 <m <M se denominan coeficientes de reflexién.

e Notar que, en base a (36)

k| <1, para todo n

e De (26) es posible concluir ademés que para un filtro de error
de prediccion de orden m, &, es igual al iltimo coeficiente del
filtro @y, m, O sea

Km — Gm.m

e Por otro lado, el parametro A,,_; puede interpretarse como la
correlacién cruzada entre el error de prediccién forward £, _1(n)
y una version retrasada del error de prediccién backward by, 1 (n—

1), ya que

TZ[bp(n)] =TZ[by1(n — D]+ k0T Z[frn_1(n)]

y de esta forma

Elfm1(n)byu-1(n = 1] = E[f,_(n)(bn(n) — smfu-1(n))]
— A,

e Notar que fo(n) = bo(n) = u(n), para u(n) la entrada del filtro
de error de prediccion en el instante n y en particular

B = Blbo(n = 1)f ()] = Efu(n — 1u*(n)] = r*(1)
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Utilizacion del algoritmo de Levinson-Durbin

e Lxisten varias formas de utilizar el algoritmo de Levinson-Durbin
para calcular los coeficientes del filtro de error de prediccion a s,
E = 0,1,---,M vy el error medio cuadratico minimo para el
predictor de orden M, Pys, como por ejemplo:

1. Usando un estimador de r(0), (1), - -+, r(M ), como por ejem-
plo

Fk) = i% (Yt — k), k=01, M

N n=1

donde N es la longitud total de la secuencia de entrada
N >> M. Existen logicamente otros estimadores que es
posible usar. En cualquier caso es necesario obtener A,,_;
y P,,. Luego, la recursion comoienza con m = 0, tal que
Py =7r(0) vy Ay = r*(1) (ayo = 1 para todom y ap o =0
para k > m). Las estimaciones obtenidas por este método
se denominan de estimaciones de Youle-Walker.

2. Usando un estimador de «1,x9,--+,xy v r(0). En ese caso
se pueden utilizar

Am k. — am—l,k + f{ma;:@_l_m—ka k= 07 17 e,
Py = Pp_i(1 = o)
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4.3.1 Algoritmo de Levinson Durbin inverso

e Sise dispone de una estimacion de a1, apro, - anpn (ano =
1) v se desea obtener 1y, 9, -+, &y es posible utilizar el algo-
ritmo de Levinson Durbin en forma invertida, o simplemente la

recursion inversa.

e Usando (26) v (27) en forma matricial como

ampk | | 1 kn A1,k
CL* - fi* 1 CL*

m,m—Fk m—1,m—k

donde m = 1,2,---, M. Luego, suponiendo que |x,,| < 1y
resolviendo la ecuacién anterior para a,,—1 j (CON &, = @y m) S€
tiene que

*
U,k — Cmmm m—k

9 k:()?]‘?...?m

am—l,k — 1 o |am7m|2

e Ll procedimiento entonces seria comenzar con la recursion ante-
rior, comenzando con los coeficientes {a 1 } v luego decreciendo
el orden m = M, M —1,---,2 para obtener los coeficientes del
filtro de error de prediccion de orden M — 1, M — 2,--- 1.

e Luego es posible utilizar:

f{m:am,ma m:MaM_17°°°71

para estimar el conjunto de coeficientes de reflexion « ., ka1,

* R
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Ejemplo.

e Suponiendo tener los coeficientes del filtro de error de prediccion
de orden 3 y es necesario obtener ki, k9,x3. Con el proced-
imiento anterior, para m = 3,2 se obtiene

1. Para el filtro de error de prediccion de orden 2 (m = 3):

* *
3,1 — 43,3039 @32 — 43,3037

@21 —

Y

@22 —

Y

1 —Jagg|? 1 — |az3]?

2. Para el filtro de error de predicciéon de orden 1 (m = 2):

*
2,1 — 42,2097

Y

1 —Jagal|?

3. De esta forma: r3 = a33, ko = a22 Yy k1 = ay
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4.4 Propiedades de filtros de error de predicciéon

1. Relacién entre la funcién autocorrelacién y los co-
eficientes de reflexién. Una forma alternativa de describir
la estadistica de segundo orden de un proceso estacionario es a
través de los coeficientes de reflexion, o sea ki, k59, -,k vV Py

(= r(0)).
2. Funcién transferencia de un filtro de error de prediccién

forward.

Hpp(2) = Hpm1(z) + 650 Hyoa(2) (37)

3. Un filtro de error de prediccién forward es de fase

minima.

4. Un filtro de error de prediccién backward es de fase

maxima.

5. Un filtro de error de prediccién forward es un filtro

de blanqueo.
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4.5 Factorizacion de Cholesky

byln)

\

FEP backward
I de orden 1 b+{n}

I FEP backward | boln)

de orden 2

u(n) —»-—9 : .

FEP backward
de orden M

———— by(n)

Figura 11: Conexién en paralelo de un banco de filtros de error de prediccion backward de

ordenes de 0 a M.

e Consideraremos un banco de filtros de error de prediccion back-
ward de orden 0 a M conectados en paralelo. Es posible expresar
la salida de los filtros en la forma

bo(n) = u(n)
bl(n) = a171u(n) —|—a170u(n — 1)

bg(n) = aggu(n) + a271u(n — 1) + a270u(n — 2)

bM(n) = aM7Mu(n) —I—aM7M_1u(n — 1) + .- —I—aMﬁu(n — M)

definiendo los vectores de entradas y de errores (de (M +1 x 1)
COIMO
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b(n) = [bo(n).ba(n). -+ bar(n)]"

entonces el sistema puede expresarse como

b(n) ILu(n) (38)
donde
1 0 o 0]
L _ a171 1 't' O
Lavm oamv—1 1]

tiene tres propiedades utiles

1. L estriangular inferior con unos sobre la diagonal prin-
cipal.

2. El determinante de L es uno, en consecuencia no es singular.

3. Los elementos no nulos de cada fila de L, excepto por la
conjugacion compleja, son iguales a los pesos del filtro de
error de prediccion backward cuyo orden corresponde a la
posicion de esa fila.

e La transformacion de (38) se conoce como algoritmo de or-
togonalizacién de Gram-Schmidt. Muestra que existe
una correspondencia uno a uno entre u(n) y b(n). Por otro

lado,
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Ortogonalidad entre errores de prediccién backward.

e Los errores de prediccion backward by(n ), by (n), - -+, by (n) tienen
una propiedad muy importante. En particular,

o] ={ g 15

e Notar que esta propiedad es valida solo para un proceso de en-
trada ESA. Esto muestra ademas que el proceso de ortogonal-
izacion transforma la entrada correlacionada en una secuencia
de errores no correlacionados.

Factorizacion de R_1

e 'Teniendo en cuenta la ortogonalidad de los errores de prediccion
backward es posible escribir

B (n)] = E[Lu(n)ul(n)
= LE[u(n)u(n)L"

D = LRL"

e Notar que como R es positiva definida su inversa existe y lo
mismo para D . Esta matriz es diagonal por la ortogonalidad de
los errores de prediccion backward. En consecuencia

D =diag(Py, Py, ,Py)
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donde P; es el error medio cuadratico minimo asociado al i-
ésimo error de prediccién backward b;(n), o sea P; = E[[b;(n)]?],
i=0,1,--+, M.

e Entonces

D' =diag(pyt. Pt Py

e De esta forma es posible factorizar R ™ como

R—l _ LHD—lL _ (D—l/ZL)H(D—l/QL)

o Esta transformacion se denominafactorizacién de Cholesky.
De acuerdo a esta factorizacion, la inversa de lamatriz correlacion
R ! puede factorearse en el producto de una matriz triangular
superior vy una triangular inferior.
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4.6 Predictores Lattice

e Para implementar el algoritmo de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt es posible usar el banco de filtros de error de prediccion
backward como mostrado en la figura 11.

e Sin embargo, un método mucho mas eficiente de implementar
esta ortogonalizacion es utilizar una estructura recursiva en or-
den denominada predictor lattice.

e Especificamente el predictor lattice consiste en una conexion en
cascada de etapas elementales, cada una de las cuales tiene la
forma de una lattice. El niimero de etapas del predictor lattice
determina el orden del filtro.

Recursividad para la adaptacién en orden

e Las relaciones entrada-salida que caracterizan al predictor lat-
tice pueden obtenersede varias formas, dependiendo de la forma
particular utilizada del algoritmo de Levinson-Durbin.

e Para ello comenzamos por las formas matriciales del filtro de
error de prediccion forward y backward que se repiten a contin-
uacion

(39)

0 a,,
Bx * m—1
— 40
a,, a’nBib*—l +/€m { O ] ( )
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e Consideramos u(n),u(n —1),+--,u(n —m) al filtro de error de
prediccién forward de orden m, y w,,q1(n) (m + 1 X 1) parti-
cionado como

wa) = | )| m

o en forma equivalente

) = | (42)

e Una primera ecuacién puede obtenerse premultiplicando w ,, 11 (n)
por a!l definido en la ecuacion (39), con lo que se obtiene

fn(n) = frni(n) +r5bpm-1(n = 1)

e Por otro lado, una segunda ecuacion de recursion puede obten-
erse premultiplicando w,,, 1(n) por (a 1) definido en la ecuacién

(40), con lo que se obtiene

bm(n) = bm_l(n — 1) + fimfm_l(n)

e Las ecuaciones obtenidas pueden agruparse matricialmente como

Ky 1 bm_l(n — 1)

:{ 1 %EH fm-1(n)

e Para el caso elemental m = 0 se tiene que fo(n) = bo(n) = u(n).
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fm - 1() ) /E\ ()

b - 4(1) bpn)
—— Z

@

) 1) o)

fol)

) o

> o)
b4(n) by 1(0)

byln)

[N J N /
Etapa 1 Etapa M

®
Figura 12: a) Diagrama de la etapa m de un predictor lattice, b) modelo lattice equivalente
de un filtro de error de prediccién de orden M.

Algunas caracteristicas

1. Estructura altamente eficiente para generar errores forward
y backward simultaneamente.

2. Las diferentes etapas del predictor lattice estan desacopladas
en el sentido de la ortogonalizacion de los errores de prediccion

backward.

3. Es una estructura modular, o sea, para incrementar el or-
den del filtro solo es necesario agregar etapas adicionales sin
alterar los calculos obtenidos.

4. Todas las etapas del predictor lattice tienen la misma estruc-
tura.
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4.7 Estimacién conjunta

e Discutiremos un problema similar al de filtrado de Wiener para
estimar una respuesta deseada d(n ), excepto que ahora en lugar
de utilizar directamente la secuencia de entrada u(n ), aplicare-
mos la estructura del predictor lattice anteriormente discutido y
la. decorrelacion asociada a los errores de prediccion backward.

Etapa 1 Etapa M
A

/\
o) f10) R T
‘7,‘ 2 f——— s 0o Z
3
Ky Kpp
w_, ><
—_—
Kt
byln b !
o(n) ve M- 1) 21 s bpyln)

Figura 13: Estructura lattice para el estimador conjunto.

e Ll estimador esta compuesto por un lado por el predictor lat-
tice que transforma la secuencia (correlacionada) de entrada
u(n) en la secuencia (no correlacionada) de errores de predicciéon

backward.

e Por otro lado, tiene un filtro de regresién, caracterizado por
los coeficientes hg, hy,---,hy que transforma la secuencia de
errores de prediccion backward en una estimacion de la respuesta

deseada d(n ).
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e La estimacion de la respuesta puede formularse como

: M * H
d(n|U,) = thibi(n) =h"b(n)

e SiD (M +1xM +1)es lamatriz de correlacién de b(n) y z
es el vector de correlacion cruzada entre los errores de prediccion
backward y la referencia d(n), z = E[b(n)d*(n)], entonces las
ecuaciones de Wiener-Hopf para este problema en términos de
la solucion optima para h se pueden escribir como

Dhy==z

tal que

hg =D 2

Relacién entre coeficientes de regresién o6ptimos y la

solucién de Wiener

e De la factorizacién de Cholesky D ' = L "R 'L 7!, tal que

ho=L "R'L7'2
y como b(n) = Lu(n), tal que z = LE[u(n)d*(n)] = Lp, se

obtiene

ho = L UR 'L 'Lp
—

R'p =1 "w,
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4.8 Estimaciéon en bloques

e Vimos dos estructuras basicas para construir un predictor lin-
eal o su extension natural el filtro de error de prediccién:
el filtro transversal y el filtro lattice. La relacion entre las
dos realizaciones estaasociada al algoritmo de Levinson-Durbin.

e Independientemente del interés particular en la estructura elegida
es claramente necesario estimar los coeficientes del filtro. Para
ello pueden utilizarse dos tipos de procedimientos:

— Estimacion en bloques.

— Estimacion adaptiva.

e En la estimacién en bloques, los datos disponibles se divi-
den en bloques cada una de longitud N. Esta longitud se elige
para asegurar la seudoestacionaridad de los datos. Bajo esta su-
posicion, los coeficientes se calculan por cada bloque de datos.
Tipicamente los coeficientes del filtro varian de un bloque dedatos
a otro. Los algoritmos de estimacion en bloques pueden catego-
rizarse como

1. Métodos indirectos. Se realiza la estimacion de los coefi-
cientes de autocorrelacion para después utilizar el algoritmo
de Levinson-Durbin y obtener los coeficientes correspondi-
entes.

2. Métodos directos. Para cada bloque de datos se esti-
man los coeficientes de reflexion de las diferentes etapas del
predictor lattice.
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e Consideraremos un método de estimacion directa de los parame-
tros del predictor lattice, conocido como algoritmo de Burg.
En ese caso la idea es utilizar la propiedad de desacoplamiento
de la realizacion lattice para llevar a cabo la optimizacién
global de todas las etapas como una secuencia de

optimizaciones locales, una por cada etapa.

e Para la etapa m del predictor lattice, dada por

fin(n) = apupi(n)
bm(n) = @n_le——1)+-mmfnk4(n)

S

e La funcion costo a optimizar localmente para la etapa m se define
COIMO

= B[ ()] + E[[b(n)]

de forma que sustituyendo las ecuaciones de recursion de orden
se obtiene

To = (BN fu(n)P)+ E o) P [ + b
26 [t (n)0y (0 = 1)
208, E b0 — 1)fy ()]

entonces, considerando x,, = a,, + j3m, vV derivando respecto a
la funcion costo J,, se obtiene

Vi, = 2y 00m
da dBm
= 2 (Bl frcs (1)) + Ellprs (0 — 1))

4B [bm1(n = 1) f1(n)]
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de donde haciendo el gradiente igual a cero se obtiene

o 2B [by—1(n = 1)f7, 1 (n)] =1,2
" B () PT+ E b ()]

7m_777

M

e Eista se conoce comolaférmula de Burg y tiene dos propiedades
interesantes:

1. El coeficiente de reflexion satisface |k, ,| < 1, para todo m.
o en otras palabras, produce un diseno de fase minima.

2. Elvalor medio cuadratico de los errores de prediccion forward
y backward en la etapa m estan relacionados con su entrada
por

S

E|fm(n)
E[[by(n)

e Una forma de estimar las esperanzas estadisticas de la férmula

S

] = (1= lwmol)E [ fm-1(n)]’]
] = (1= lrmol)E[lbm-1(n — 1))

de Burg es la siguiente

~ 227]1\[:771—%1 bm—l(n T 1)]‘?;&_1(71)

Fmo = mo=1,2--

Tl )T [ ()] 2 M

donde N es la longitud del bloque de datos de entrada y fo(n) =

bo(n) = u(n)
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e Con un predictor lattice de m etapas, cada una conteniendo
un solo retardo y suponiendo u(n) = 0 para n < 0, todas las
muestras de entrada contribuyen a la salida de la etapa m.

e Notar también que s,,, depende de la longitud N tal que la
eleccion de N esta usualmente determinada por dos factores con-
flictivos.

— debe ser suficientemente grande para que los efectos del ruido
en la estimacion anterior se suavizen,

— pero por otro lado, debe ser suficientemente pequena de
forma de garantizar la seudoestacionaridad de los datos de
entrada durante el calculo.

e En general este procedimiento requiere una gran cantidad de
calculos y almacenamiento y ademas la estimacion obtenida en
el instante n +1 no depende de una forma simple de la estimacion
previa en n.



