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5 Filtros Kalm an

El filtro Kalman completa el conjunto de filtros dptimos lineales.
Algunas caracteristicas distintivas son las siguientes:

e Se estudiara en términos de la descripcién por variables

de estado.

e La solucion obtenida con el filtro Kalman se obtiene recursi-

vamente.

e Puede utilizarse en la estimacion de estados y pardmetros
de un sistema, aunque se utilizara esencialmente en la primera
aplicacion, a partir de la utilizacion de filtros FIR.

e El concepto de innovacién es particularmente importante en
su caracterizacion.

e Servira esencialmente para un tratamiento unificado de una fa-
milia de algoritmos de filtrado adaptivo: Cuadrados Minimos

Recursivo (RLS).

e Se estudiara primero el problema de estimacién recursiva
de minima media cuadratica (MMS) para el caso escalar
y luego se extenderan los resultados al caso vectorial.
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5.1 Estimacién recursiva de MMS, caso escalar

e Asumiendo que los datos en (y antes de) n = 0 son cero y en
base a un conjunto de datos y(1), y(2), -+, y(n — 1) (Y1),
se ha estudiado el estimador de minima media cuadratica
(MMS) de una variable x(n), z(n — 1|Y,,_1).

e Con y(n), en el instante n es posible obtener una estimacion
z(n|Y,) en base ahora a los datos almacenados y(1), y(2), - -,

y(n — 1) ey(n).

e Computacionalmente es eficiente obtener esa estimacion en forma
recursiva. Existen varios procedimientos para realizarlo. Defi-
niendo el error de prediccion forward como

fn—l(n):y(n)—gj(ﬂYn_l), n :1727...

donde gj(n|Yn_1) es la prediccién de un paso de y(n) uti-
lizando los datos pasados hastan — 1. f,_1(n) es la salida de un
filtro de prediccion forward de orden n — 1, cuyo orden aumenta
linealmente con n.

e Por el principio de ortogonalidad, f,_1(n) es ortogonal a y(1),
y(2), -+, y(n — 1) y puede interpretarse como una medida de
la informacion nueva que aporta y(n), por ello se introduce
el nombre de innovacién. El concepto esta relacionado con
que y(n) no aporta informacién completamente nueva, sino que
existe una parte predecible y(n|Y,_1).

e La parte realmente nueva asociada a y(n ) esta dada por f,,_1(n),
que definimos como la innovacion dada por

a(n) = fn_l(n), n=12---
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e Algunas propiedades del proceso de innovacion a(n ):

1. a(n), asociado con y(n) es ortogonal a los datos pasados
y(l)a y(2)7 Tt y(n - 1)7 ya que

E[oz(n)y*(k)] =0, 1<ki<n-—1
Esto es simplemente otra forma de escribir el principio de

ortogonalidad.

2. a(1), a(2), - -+, a(n) son ortogonales entre si, de forma que

E[oz(n)oz*(k)] =0, 1<k<n-—1

Esto es la reformulacion de

Elfp—1(n)fa_1(k)] =0, 1<k <n-—1

n—1
Esto implica que a(n) es un proceso blanco.
3. Existe una correspondencia uno a uno entre y(1), y(2), - -,
y(n)ya(l), a(2), -+, a(n), en el sentido que una secuencia
puede obtenerse de la otra por medio de un filtro causal (y

causalmente inversible) sin ninguna perdida de informacion,
0 sea

(1), y(2), - y(n)] = |a(1), a(2), -+ a(n)]

Para probar esta propiedad se utilizara una forma del pro-

cedimiento de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

— Suponiendo los datos y(1),y(2), - - -, y(n ) algebraicamente
independientes, es posible hacer a(1) = y(1) (asumiendo

y(1[¥0))-
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— Luego hacemos ay = y(2) 4+ a1 1y(1). El coeficiente a;
se elige de forma que a(1) ¥ a(2) sean ortogonales, o sea
Ela(2)a(1)] = 0. Esto se cumple para

= Eb2O)
| Ely(1)y(1)]
— Haciendo luego a(3) = y(3) + a2.1y(2) + a22y(1), donde
as1 V ags se eligen tal que o(3) sea ortogonal a (1) v

o (2).

— Asi en general

_oz(l)_ | 1 0 Oy(l)
a(2) _ ar 1 e 0] yw(2)
La(n) | | ap—1p-1 an—1n—2 -+ 1| y(n) |

— Los elementos de la fila & de esta matriz triangular inferior
1

? )

de transformacion se denotan aj_j j—1,ap—14-2,"
para k = 1,2,---,n. Estos elementos representan los
coeficientes de un filtro de error de prediccién de
orden £ — 1.
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e En base a la propiedad 3 es posible escribir

#(nlY,) = estimaciéon de MMS de x(n) dados y(1),y(2),---,y(n)
= estimaciéon de MMS de z(n) dados a(1), a(2),---

e Lucgo, definiendo «(n|Y,,) como una combinacién lineal de las
innovaciones a (1), a(2), -+, a(n), o sea

PnlYs) = 3 bpalk)
k=1

donde los coeficientes b deben ser determinados.

e Utilizando la ortogonalidad de las innovaciones a (k) y eligiendo
los bj. para minimizar la media cuadratica de z(n) — z(n|Y},)
(usando un procedimiento de ortogonalizacion como el anterior),
hallamos que

_ Bfe(n)o"(8)] )
" (eSS

o Notar que d (n]¥,,) = =i by (k)+bya(n). dondes, = Elnatel]

Pero, por definicion, esto se puede escribir en forma recursiva
COIMO

Fn|Y,) = d(n — 1Yo 1) + bra(n) (43)
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5.2 El problema de filtrado Kalman

e Unsistema dindmico lineal discreto puede describirse por

vo(n)

Figura 14: Representacion de un sistema dinamico lineal discreto.

e z(n) (de dimensién M , desconocido) es suficiente para describir
univocamente el comportamiento dinamico del sistema no forzado.
Para estimarlo se utiliza el conjunto de datos observados y(n),
de dimension N .

e Las ecuaciones relacionadas son las siguientes:

1. Una ecuacién del proceso, dada por

a:(n—|—1)=F(n—|—1,n)a§(n)—|—'vl(n) (44)
donde F (n+1,n) (M XM ) eslamatriz de transicién de
estados, conocida. vi(n) (M X 1) representa el ruido de

proceso, modelado por un proceso de ruido blanco, media
cero y matriz correlacion
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2. Una ecuacién de medicién, descripta por

y(n) =Cn)a(n) +vsn) (45)

donde C (n) (N X M) es la matriz de medicién, cono-
cida. wva(n) (N X 1) representa el ruido de medicién,
modelado por un proceso de ruido blanco, media cero y ma-
triz correlacion

Q->n), n =%
Elostood ()] = { 44" " 2
Se supone que el valor inicial del estado x(0) no esta cor-
relacionado con vi(n) y wa(n) para n > 0y ademds que
vi(n) v va(n) son estadisticamente independientes, o sea
Elv(n)oi (k)] = 0 para todo n v k.

El problema de filtrado Kalman puede formalizarse como sigue:

Utilizar los datos completos, consistentes en y(1), y(2),
++-, y(n) para obtener, para cada n > 1, la estimacién de
minima media cuadrética de (MMS) de los componentes del
estado @ (7).

El problema se denomina de filtrado si ¢ = n, de
prediccién sii > n y de suavizado sil <i < n.



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 105

5.3 El proceso de Innovacion a(n)

e Sca §(n|Y ,_1) la estimacion MMS de los datos y(n) en el in-
stante n, dados y (1), y(2), - -+, y(n — 1) que forman el espacio
vectorial Y ,,_1.

e El proceso de innovacién asociado a y(n) se define como

an)=yn)—9gn|Y 1), n=12---

e Generalizando los resultados del caso escalar, las propiedades del
proceso de innovacién e (n) (M x 1) son las siguientes

1. a(n) asociadoa y(n) es ortogonal ay (1), y(2), - -, y(n—1),
0 sea

Ela(n)y ()] =0, 1<k<n-—1

2. La secuencia de procesos de innovacion es ortogonal, o sea

Ela(n)a/()] =0, 1<k<n-—1

3. Existe una correspondencia uno a uno entre la secuencia de
datos y las secuencias de innovaciones, en el sentido que una
puede obtenerse de la otra por medio de operadores lineales
estables sin perdida de informacion. Esto puede escribirse
COIMO

y(1).9(2),-yln = 1)) = |a(l), a(2),--.aln = 1)]

para obtener este mapeo puede utilizarse un procedimiento
de ortogonalizacion como el analizado anteriormente.
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5.3.1 Matriz correlacién del proceso de innovacién R(n)

e Para obtener la matriz de correlacion del proceso de innovacion
a (n) tendremos en cuenta la solucién de la ecuacion (44), dada
por

w@)zF@ﬂﬂ@%ﬁiF@J+lﬂM)

donde se observa que x (k) es una combinacién lineal de z(0) y
vi(l), v1(2), -+, vi(k — 1) v ademas se utilizaron las siguientes
definiciones y suposiciones

1. 2(0) es el valor inicial del estado.
2. Los datos (y v1(0)) son 0 para n < 0.

3. La matriz de transicion de estados satisface

F(k,k —1)F(k =1,k —2)---F(i+1,i) = F(k,i)

v F (k, k) = I. Para un sistema invariante en el tiempo
F(n—I—l,n) IF(n—|—1—n) IF(I):I

e Por hipdtesis, es facil verificar que: (vy(n) no correlacionado con

(0) y vi(n))

e Luecgo de (45) es posible concluir que

Ely(t)o(n)] =0, 0<k <n—1
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o Ademas es posible escribir que

Ely(kwf(n)] =0, 0<k<n

e Dados los datos pasados y (1), y(2), --+, y(n — 1) y usando la
ecuacion (45) es posible hallar que la estimaciéon MMS de y(n)
es: §(n|Y 1) =C(n)@(n|Y 1) + 62(n|Y 1)

e Pero la estimacion 69(n|Y ,_1) es cero va que vo(n ) es ortogonal
aY ,_1. De esto puede obtenerse

g(n|Y 1) =Cn)@(n|Y )

de donde el proceso de innovacion puede escribirse

() = y(n) = € () (n]Y ) (16)

e Sustituyendo la ecuacién de medicion (45) en la anterior se ob-
tiene

a(n) = C(n)e(n, n — 1) + 'vg(n)

donde e(n,n — 1) es el error de prediccién del vector de
estados en el instante n utilizando datos hasta el instante n — 1,
0 sea

e(n,n — 1) = a:(n) — a?(n|Yn_1) (47)

Notar que €(n,n — 1) es ortogonal a vi(n) y va(n).
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e Finalmente la matriz de correlacion del proceso de innovacion se
define por

Luego, sustituyendo (47) en la anterior, expandiendo términos,
y usando la ortogonalidad entre €(n,n — 1) v wa(n), obtenemos

R(n)=C(n)K (n,n — 1)CH(n) +Q5(n) (48)

donde K (n,n — 1) es la matriz de correlacién del error de
prediccion de estados, definida por

K(n,n — 1) = E[e(n,n — l)eH(n,n — 1)]
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5.4 Prediccion usando a(n)

e La estimacién de MMS de x (i) puede obtenerse como una com-
binacién lineal de la secuencia de procesos de innovacion e (1),

a(2), -+, a(n), de la misma forma que en el caso escalar, o sea
#(ilY ,) :kz_:lBi(k)a(k) (49)
donde B(k), k¥ = 1,2,---,n es un conjunto de matrices de

(M x N) aser determinado.

e De acuerdo al principio de ortogonalidad, el error de prediccion
del vector de estados es ortogonal al proceso de innovacion, como
mostrado por

Ele(i,n)ar (m)] = B{[z(i) — #(i|Y)]a(m)} =0, m=1,2,--.n

e Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda y utilizando la
ortogonalidad del proceso de innovacion se obtiene

de donde

Bi(m) = Ex(i)a" (m)|R ™ (m)

e Finalmente sustituyendo esta ecuacion en (49) la estimacion de
MMS puede escribirse

2(iY,) = ) Ele(i)a" ()R (k)a(k)



@ Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 1o

y para i = n + 1 es posible escribir

n

2n+1)Y,) = kz_j Elz(n + 1)a (B R (k)e(k)
= :Z:: Elz(n + Lo (k)R (k)a(k) + E[z(n + 1)e (n)]R™' (n)a(n)
e Para reducir esta ecuacion, en particular, usando la matriz de
transicion de estados que relaciona z (n 4+ 1) con x (n), es posible

escribir para 0 <k <n

Elz(n 4+ Da (k)] = E{[F(n + 1,n)x(n) + vi(n)]a™(k)} = F(n + 1,n)Elz(n)a’ (k)](50)

Luego
:z:j Ele(n + 1o (MR (K)a(k) = F(n+1,n) kz:j Ele(n)a (k)R (k)a(k)

= Fn+1,n)&n|Y,-1)

Para obtener una forma mas simple del estimador se discutiran e
introduciran a continuacion algunas definiciones.
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5.4.1 Ganancia de Kalman G(n)
e Definamos lamatriz de (M xN ), G (n) = E[w (n+1)a ' (n)]R "' (n).

e Luego usando el resultado de la seccion anterior es posible es-
cribir la estimacion MMS de estados como

gn+1|Y,)=Fn+1,n)2(n|Y 1)+ G(n)a(n) (51)

e Esta cs una version vectorial de (43) v es especialmente impor-
tante porque muestra que para obtener la estimacion de MMS
de #(n 4+ 1Y ,,) de un sistema dinamico es suficiente sumar a la
estimacion previa £ (n|Y ,_1) un término de correccion.

e Esencialmente la matriz G (n) juega el papel de una ganancia
en relacion al proceso de innovacién « (n).

e Para obtener una forma computacionalmente factible de G (n)
es posible tener en cuenta que

E[cc (n + l)aH(n)] = F(n + l,n)E[w (n)aH(n)]
= F(n + l,n)E[w(n)(
= F(n+1n)E[z(n)e

= Q
T~
S
~——
@)
T~
S
S
|
—_
~——
_|_
e
[N}
T~
S
~——
~——
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e Como e(n,n—1)esortogonal a #(n|Y ,,_1) es posible reemplazar

E[cc (n + l)aH(n)] = F(n + l,n)E[e(n,n — l)eH(n,n — 1)]CH(n)
= F(n + l,n)K (n,n — 1)CH(n)

de forma que sustituyendo esta ecuacién en la definiciéon de G (n)
se obtiene

Rin+11y,)

y(n)

Figura 15: Predictor de un paso.
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5.4.2 Ecuacién de Riccati

e La ccuacién de G (n) atin no es particularmente 1itil dado que se
requiere K (n,n — 1). El objetivo entonces es obtener recursiva-
mente K (n, n — 1) = E[e(n + l,n)eH(n + l,n)].

e Luego como

et 1n) = Fnt1n)a(n) — (¥, )] - Gu)ly(n) — Cn)(nl¥, )] + va(n)
= [F(n+1,n)—Gn)C(n)le(n,n —1) 4+ v1(n) — G(n)va(n)

se obtiene que

Kn+1,n) = [F(n+1,n)—Gn)CH)K(n,n—1[F(n+1,n) - Gn)Cn)"
+Q:(n) — G(n)Q,(n)G(n)

e Expandiendo el lado derecho de esta ecuacién y utilizando (52)
v (48) se obticne la ecuacién a diferencias de Riccati para
obtener en forma recursiva la matriz de correlacion del error de
prediccion de los estados, dada por

Kn+1ln)=Fn+1n)Kn)F"n+1n)4+@Q(n) (53)

donde, en particular usando F(n + 1,n)F (n,n + 1) = I, se
obtiene la recursividad para K (n) (M x M), dada por

K(n) = K(n,n — 1) — F(n,n + l)G (n)C (n)K (n,n — 1) (54)

esta matriz tiene una interpretacion directa en el contexto de
filtrado que se discutira en la seccion siguiente.
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Comentarios

e La entrada al filtro Kalman son los datos y(1), y(2), - -+, y(n)
vy la salida es la prediccion del estado & (n 4+ 1|Y ).

e Como F(n+1,n),C(n), Q@ (n)yQy(n) sesuponen conocidas,
de las ecuaciones (51) v (53) es posible verificar que K (n +1,n)
es independiente de y(n), como era de esperar. La ganancia
G (n) es también independiente de y(n). Luego ambas pueden
ser obtenidas antes de poner al filtro en operacion.

e K (n+1,n) permite un analisis estadistico del error en la prediccién
del vector de estados, de forma de conocer a priori si la solucion
que se obtiene con el filtro de KKalman es satisfactoria.

e Si las matrices F(n +1,n), C(n), Q@ (n) y Q5(n) no son total-
mente conocidas a priori, puede generalizarse los resultados del
filtro de Kalman cuando estas dependen de y(n). En ese caso
#(n +1Y,) vy K(n 4+ 1,n) ain se obtienen por (51) y (53),
respectivamente, pero ahora dependerdan de y(n). En particular
K (n + 1,n) es una matriz de error de predicciéon condicional
sobre la entrada y (n).
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5.5 Filtrado

e En particular se desea obtener la estimacién £ (n|Y ,,) usando el
algoritmo de prediccion de un paso descripto anteriormente.

e Para hallar la estimacién de MMS de @ (n + 1) a partir de la
ecuacion del proceso (44) (teniendo en cuenta que vi(n) es in-
dependiente de @ (n) v de las entradas)

a?(n + 1|Yn) = F(n + 1,n)a§(n|Yn)

e Luego

g(n|y,) = F '(n+1,n)&0n +1]Y,) (55)
= F(n,n+1)2(n +1Y,) (56)

5.5.1 Error de estimacion y factor de conversion en filtrado

e [K'n un contexto de filtrado es natural definir un error de esti-
macién de filtrado, dado por

e(n) =y(n) = Cn)a(n|y,)

e Esta definicion es similar a la definicién de a(n), ecuacion (46),
excepto que se ha sustituido la prediccién & (n|Y ,,_1) por la
estimacion de filtrado #(n|Y ,,). Usando (51) en la anterior se
obtiene

(n)a? (n|Yn_1) — C(n)F (n, n -+ l)G (n)a (n)
(n)F (n,n + l)G (n)a (n)
= [I — C(n)F (n,n + l)G (n)]a (n)

e(n) = y(n)

—C
—C
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e La matriz [I — C (n)F (n,n + 1)G (n)] se denomina factor de
conversién, y convierte el vector de innnovacién a(n) en el
vector de error de estimacion de filtrado e(n). Usando (52) es
posible eliminar G (n) de esta ecuacién para obtener

e(n) = Qu(n)R ™ (n)a(n)

e Asi, excepto por Q,(n), la matriz R (n) juega el papel de factor
de conversion en la teoria de filtrado Kalman. Ademas en el caso
en que Qo(n) =1, R ~!es el factor de conversién exacto.

5.5.2 Matriz de correlacién del error de estados en filtrado K(n)

e Analizaremos una interpretacion de la matriz K (n) introducida
en la formulacion de la ecuacion de Riccati, a partir del cual sera
posible concluir que esta matriz es igual a la matriz de correlacion
del error de estimacion en filtrado.

o Definimos el vector de error de estimacion en filtrado e(n) COIMO

e(n) = a:(n) — a?(n|Yn)

e Usando (51) y (55) en la anterior se obtiene

e(n) = a:(n) — a?(n|Yn_1) — F(n,n + l)G (n)a (n)

= e(n,n — 1) — a?(n|Yn_1) — F(n,n + l)G (n)a (n)

e Luego la matriz correlacion del error de estimacion en filtrado
sera

Ele(n)e(n)] = Ele(n,n —1)e"(n,n —1)]
+F(n,n+1)G(n)Ela(n)a (n)]GH(n)FH(n,n—I— 1)
—2E[e(n,n — 1) (n))GH (n)F" (n,n + 1)



@ Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS T

e Para reducir esta expresion es posible tener en cuenta que las
esperanzas del lado derecho pueden interpretarse como siguie:

1. El primer término es la matriz correlacion del error de prediccion
de los estados K (n,n — 1).

2. El segundo término es la matriz de correlacion de la inno-
vacion R (n).

3. Para interpretar el iltimo término tenemos en cuenta que

Ele(n,n —=1)a(n)] = Bl(@(n) —&(n|Y ,-1))a’(n)]
= Blz(n)a’(n)]
Luego usando (50) para k = n y premultiplicando por F ~*(n+
I,n) = F(n,n + 1), se obtiene

E[cc (n)aH(n)] = F(n,n + I)E[w (n + l)aH(n)]
= F(n,n + l)G (n)R(n)
de donde E[e(n,n — l)aH(n)] = F(n, n -+ l)G (n)R (n)

e Ademas teniendo en cuenta que

G(n)R (n) = F(n + l,n)K (n, n — 1)CH(n)
es posible finalmente obtener
Ele(n)e’(n)] = K(n,n —1) — K(n,n — )C?(n)G" (n)F¥ (n,n + 1)
o en forma equivalente
Ele(n)e (n)] = K(n,n —1) — F(n,n + 1)C(n)G(n)K (n,n — 1)

de donde se verifica, comparando con (54), que E[e(n)e (n)] =
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5.6 Algoritmo completo

e Para operar adecuadamente los algoritmos de prediccion de un
paso y de filtrado descriptos en las secciones anteriores es nece-
sario obviamente especificar condiciones iniciales.

e Ll estado inicial de la ecuacion del proceso no es conocido en
general en forma exacta, de forma que es posible caracterizarlo
por su media y correlacion como

21y ) = Blz(1)]

K(1.0) = E[(=(1) - Elz ()])(= (1) — El= (1)])"]

e La tabla siguiente presenta un resumen del filtro de Kalman para
la prediccion de un paso

Vector de entrada:

Observaciones = {y(1),y(2),---,y(n)}
Parametros conocidos:

Matriz de transiciéon de estados = F'(n + 1,n)

Matriz de medicién = C(n)

Matriz de correlacion del ruido de proceso = @,(n)

Matriz de correlacién del ruido de medicién = Q,(n)
Condiclones iniciales:

#(11¥ ) = Bla(1)

K(1,0) = El((1) - Ele(U])((1) — Ele(1])] = T,
Calcular: Paran =1,2,3,---

Gln) = Fln + L) K (n,n — O (0)[COn) K (m,n — 1)C () + @y ()]

() = y(n) — C(n)&(n]Y, 1)
en+1|Y,) =F(n+1,n)&n|Y,1)+ Gn)a(n)
K(n)=K(n,n—1)—F(n,n+1)G(n)C(n)K(n,n —1)
K(n+1,n)=F(n+ 1,n)K(n)FH(n—|— L,n) 4+ Q(n)

Q

~
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Condiciones iniciales

x(1 I%)

Predictor de
un paso

Estimacion

X(n+1ly,) filtrada
F{n,n+1) X(nly,)

Observaciones

y(n)

K(n,n-1) Calculo
ganancia de
Kalman

Solucion de la
ecuacion de
Riccati

1

Condicion
inicial

K(1,0)

K(n+1,n)

Figura 16: Diagrama en bloques del filtro de Kalman en base a prediccién de un paso.
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5.7 Variantes del filtro de Kalman

La principal razon para introducir el filtro de KKalman es la de proveer
un marco general para el estudio de ciertos algoritmos de filtrado
adaptivo conocidos colectivamente como algoritmos de Cuadra-
dos Minimos Recursivos (RLS).

5.7.1 Caso especial: sin ruido de proceso

o Consideremos un sistema dinamico lineal

z(n+1) = /\_1/2w(n)
y(n) = w(n)e(n)+v(n)
donde A es un escalar positivo, el ruido de proceso (va(n)) es

cero, y el ruido de medicion v (n ) es un proceso escalar, de media
cero y varianza unitaria, o sea

1, n =%

B = { g "

e Comparandolo con el modelo general

F(n+1,n)=/\_1/2I Ql(n)IO
Cln)=ul(n)  Q)(n) =0

e Ll sistema asi descripto se denomina modelo dindmico no
forzado porque la ecuacion del proceso no tiene una excitacion
externa.

e Este modelo es la clave para analizar la familia de algoritmos
RLS. En ese caso la constante A tiene un papel importante en el
funcionamiento de esos algoritmos.
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5.7.2 Algoritmo de filtrado tipo covarianza

e Ll algoritmo general de la tabla anterior esta disenado para uti-
lizar recursivamente la matriz de correlacién K (n + 1, n) asoci-
ada al error en la estimacion del estado & (n + 1|Y ).

e Este algoritmo se denomina de filtrado Kalman tipo co-

varianza.

e En la tabla siguiente se resume el algoritmo de filtrado IKKalman
tipo covarianza para el modelo dinamico no forzado.

Entrada escalar:

Observaciones = y(1),y(2),---,y(n)
Parametros conocidos:

Matriz de transicién de estados = A~Y2T

Matriz de medicién = u'’(n)

Matriz de correlacion del ruido de medicién v(n) =1
Condiclones iniciales:

#(1[Y o) = Ble(1)]

K(1,0) = Fl(z(1) — Ble(D])(@(1) — El(1])] = I,
Calcular: Paran =1,2,3,---

Kn)=)"'K(n—1) - X"2gn)u(n)K(n —1)

5.7.3 Algoritmo de filtrado tipo informacién

e Ll filtro Ikalman también puede implementarse utilizando recur-
sivamente la matriz K _1(n). Esta matriz esta relacionada con
la matriz de Informacién de Fisher, la cual permite una
interpretacion del desempeno del filtro en términos de Teoria de
Estimacion (en particular asociada a la varianza minima de un
estimador o Limite de Cramer-Rao).

e Por ello este tipo de filtro Kalman se denomina de tipo infor-

macion.
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e Para obtener el algoritmo tipo informacion para el modelo dinamico
no forzado seguiremos los siguientes pasos

1. A partir de la ecuacién de Riceati (tiltima linea del algoritmo
anterior) y de la ecuacion de ganancia g(n) se obtiene

K_l(n) = /\K_l(n — 1) + /\u(n)uH(n)

2. De la primera, segunda y tercera lineas del algoritmo anterior
se obtiene

K ()e (0 + 1Y) = XK "0 = 1)@ (Vo) + u )y ()]

3. Combinando el resultado de los pasos anteriores

&(n+1|v,) = Kn)(K '(n)&(n +1]v,))
= [K ()] (K ()@ (n + 1]1y))

e A pesar que los algoritmos tipo covarianza e informacion son al-
gebraicamente equivalentes (tienen igual complejidad computa-
cional O (M ?)), sus propiedades numéricas difieren sustancial-
mente. La tabla siguiente describe el algoritmo de filtrado Kalman
para el modelo dinamico no forzado

Entrada escalar:

Observaciones = y(1),y(2),---,y(n)
Parametros conocidos:

Matriz de transicién de estados = A~Y2T

Matriz de medicién = u!’(n)

Matriz de correlacion del ruido de medicién v(n) =1
Condiclones iniciales:

#(1[Y ) = Bla(1)

K(1,0) = B[(=(1) — Fla(D])(@(1) - Ble(1)])"] = o
Calcular: Paran =1,2,3,---

K_l(n) = )\K_l(n -1+ )\u(n)uH(n)

K (n)(n + 1¥2) = MK (n — (Ve 1) + w(n)y(n)]

&+ 1Y) = (K1 (0)] (K (n)# (0 + 1],)
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5.7.4 Factorizacion de K(n)

e Ll algoritmo de filtrado Kalman tipo covarianza sufre de prob-
lemas numéricos graves. En particular, dado que K (n) estd
definida por la diferencia entre dos matrices no negativas solo una
gran precision numérica evitara que en alguna iteracion K (n)
sea indefinida. Esto es logicamente inaceptable porque esta ma-
triz representa una matriz correlacion.

e Estos problemas de condicionamiento numeérico con aritmética
de longitud finita se denominan fenomeno de divergencia.

e Estos problemas pueden evitarse trabajando con una factor-
izacion adecuada de la matriz K (n). En particular utilizando
recursivamente la matriz K (n) a partir de la factorizacién de
Cholesky

K (n) = Kl/Q(n)K T/Q(n)

donde K/ 2(n) es una matriz triangular inferior. Esta factor-
izacion se denomina de raiz cuadrada y es mucho menos pro-
clive a problemas numéricos.

e Para el caso del algoritmo tipo informacion puede utilizarse re-
cursivamente una factorizacion de K _1(n) de la forma

K_l(n) = K_l/Z(n)K _T/Z(n)



