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Algoritmo Least Mean Square

e Se discutira la teoria relacionada con el algoritmo denominado

least-mean-square (LMS) por sus autores, Widrow y Hopf
(1960).

Este algoritmo es un miembro importante de la familia de algo-

ritmos de gradiente estocastico.

El término gradiente estocastico distingue al algoritmo LMS
del método de Steepest Descent que utiliza un gradiente deter-
ministico el el calculo recursivo del filtro de Wiener para entradas
estocasticas.

Una caracteristica significativa del algoritmo LMS es su sim pli-
cidad. No requiere mediciones de las funciones de correlacion
asocladas ni requiere inversion de una matriz.

Ademas, su simplicidad lo ha colocado como un estandar frente
a otros algoritmos de filtrado adaptivo.

Se discutiran aspectos relacionados con el analisis de convergen-
cia del algoritmo LMS, comenzando el estudio con una revision
de su estructura y operacion.
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7.1 Preliminares

e El algoritmo LMS es un algoritmo de filtrado adaptivo lineal que
esta formado por dos procesos basicos:

1. Un proceso de filtrado: que involucra (a) calcular la
salida del filtro transversal producida por la entrada y (b)
generacion de un error de estimacion comparando la salida
con una respuesta deseada.

2. Un proceso adaptivo: queinvolucra el ajuste automatico
de los coeficientes del filtro de acuerdo con el error de esti-
macion.

e La combinacion de estos dos procesos trabajando juntos con-
stituye un lazo de realimentacién alrededor del algoritmo
LMS, como ilustrado en el diagrama de bloques de la figura 27(a).
Se tiene, primero, un filtro transversal alrededor del cual se con-
struye el algoritmo LMS. Segundo, se dispone de un mecanismo
para efectuar el proceso de control adaptivo sobre los coeficientes

del filtro.

e Algunos detalles del filtro transversal se muestran en la figura
27(b). Las muestras de la entrada u(n), u(n — 1), ++-, u(n —
M +1) forman los elementos del vector de entradas w(n) (M x1),
que genera espacio multidimensional denotado por ,,. En forma
similar, los coeficientes wq(n), wy(n), «--, wy_1(n) forman el
vector de coeficientes 4 (n ). El valor calcularo para @ (n ) usando
el algoritmo LMS representa una estimacion cuyo valor esperado
se aproxima a la solucién de Wiener w, (para un contexto esta-
cionario en sentido amplio) cuando el niimero de iteraciones n
tiende a infinito.
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Figura 27: a) diagrama en bloques del filtro adaptivo transversal, b) detalle del filtro adaptivo
c) detalle del mecanismo de control de los coeficientes.

e Durante el proceso de filtrado la respuesta descada d(n) se ob-
tiene a partir de u(n). Dada esta entrada el filtro transversal
produce una salida d(n|U,) usada como una estimacién de la
respuesta deseada d(n ). De esta forma es posible definir el error
de estimacion e(n ), como la diferencia entre la respuesta descada
y la salida del filtro, como indicado en la figura 27(b). El error
de estimacion e(n) y u(n) se aplican al mecanismo de control y
de esta forma se cierra el lazo de realimentacion alrededor de los
coeficientes.
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Figura 28: a) diagrama en bloques del filtro adaptivo transversal, b) detalle del filtro adaptivo
c) detalle del mecanismo de control de los coeficientes.

e La figura 28(c) ilustra detalles del mecanismo de control de los
coeficientes. Especificamente, una version escalar del producto
interno del error de estimacién e(n ) y las entradas u(n — k), para
EF=0,1,2---,M —2,M — 1. El resultado obtenido define la
correccion sw . (n) aplicado al coeficiente wi(n) en la iteracion
n+1. Elfactor de escala utilizado en este calculo es denotado por
1, v se denomina frecuentemente factor de convergencia.
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e Comparando el mecanismo de control de la figura 28(¢) para el
algoritmo LMS con el del método Steepest Descent es posible
concluir que el primero utiliza el producto u(n — k)e*(k) como
una estimacion del elemento & del vector gradiente V .J(n) que
caracteriza al método Steepest Descent. En consecuencia, el
calculo recursivo de cada coeficnete por medio del algoritmo LMS
sufre de un ruido de gradiente.

e En este estudio se supone que u(n) y d(n) se obtienen de un
contexto estacionario en sentido amplio conjuntamente. Para
ese contexto, sabemos que el método Steepest Descent calcula
un vector de coeficientes w (n) que se mueve en la superficie de
desempeno sobre una trayectoria deterministica que termina en
la solucion de Wiener w,. El algoritmo LMS, por otro lado,
se comparta en forma diferente por la presencia del ruido de
gradiente. En lugar de terminar en la solucién de Wiener, @ (n)
ejecuta un moviemiento aleatorio alrededor del punto de minimo
de la superficie de desempeno.

e Anteriormente senalamos que el algoritmo LMS involucra una
operacion de realimentacion, la cual introduce el aspecto rela-
cionado de estabilidad. En este contexto, un critério significa-
tivo es requerir que

J(n) — J(c0), cuandon — o0

donde J(n) es el error medio cuadratico producido por el al-
goritmo LMS en el instante n, y su valor final J(co) es una
constante. Un algoritmo que satisface este requerimiento se dice
convergente en sentido medio cuadratico. Para que el

algoritmo LMS satisfaga este critério, el factor de convergencia p
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debe satisfacer ciertas condiciones relacionadas con la estructura
de autovalores de la matriz correlacion de la entrada.

e La diferencia entre el valor final J(oo) v el valor minimo J,,;,
alcanzado por la solucion de Wiener se denomina exceso de
error medio cuadrdtico J..(00). Esta diferencia representa
el precio pagado por usar un mecanismo adaptivo para contro-
lar los coeficientes del algoritmo LMS en lugar de un mecanismo
deterministico. El cociente entre J.,(00) v Jpin se denomina de-
sajuste M., que representauna medida de cuan lejos la solucion
de estado estacionario obtenida con el algoritmo LMS esta de la
solucion de Wiener. Es importante tener en cuenta, sin embargo,
que el desajuste M puede controlarse. En particular, el lazo de
realimentacion que actiia sobre los coeficientes se comporta como
un filtro pasabajos, cuya constante de tiempo promedio es in-
versamente al factor de convergencia . De aqui que,
asignando un vlor pequeno a u, se logra que el pro-
ceso adaptivo progrese lentamente y los efectos del
ruido de gradiente sobre los coeficientes se suavizan.

Esto a su vez conduce a una reduccion del desajuste.
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7.2 Ajuste de los coeficientes

e Las mediciones exactas del vector gradiente no estan en general
disponibles y debe estimarse.

e Para una estimacién de V .J(n), la estrategia obvia es sustituir
estimaciones de R yp en V.J(n) = —2p + 2Rw (n).

e La eleccién mds simple de los estimadores para R y p es
utilizar valores instantdaneos, dados por

~

R(n)=ulnu'(n) p(n)=muln)d(n)
e En consecuencia, la estimacion instantanea del vector gradiente
sera

ﬁJ(n) = —2u (n)d*(n) + 2u (n)uH(n)zﬁ (n)

e Sustituyendo esta ecuacion en el algoritmo Steepest Descent se
obtiene

6 (n+1) = & () +pu()ld*(n) = (w)o ()] (75)
lo que puede escribirse en base a tres relaciones basicas:

1. Salida del filtro: y(n) =@ " (n)u(n).
2. Error de estimacién: ¢(n) =d(n) —y(n).
3. Adaptacién de los coeficientes: w(n +1) = w(n) +
e El algoritmo LMS requiere 2A7 + 1 multiplicaciones complejas
y 2M sumas complejas por iteracion, donde M es el nimero de

coeficientes del filtro adaptivo. En otras palabras, la complejidad
computacional del algoritmo LMS es O (M ).
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7.3 Ejemplos

Ejemplo 1: Modelo candénico del LMS complejo

e El algoritmo LMS descripto anteriormente es com plejo en el
sentido que la entrada y la salida asi como los coeficientes son
complejos. Definimos

Vector de entrada u(n) = u
Respuesta deseada d(n) = dy(n
Vector de coeficientes @ (n) = w ;(n) + jw g(n)
Salida del filtro y(n) = yr(n) + jyo(n)

Error de estimacion e(n) =es(n) + jeg(n)

e Usando las definiciones del algoritmo se tiene que

yr(n) = w7 (n)ui(n) —bgln)ugn)

yo(n) = wi(n)ug(n) — b g(n)ui(n)

er(n) = di(n) —yi(n)

e(n) = dg(n) —yg(n)
wi(n +1) = @ (n)+pler(n)urn) —eq(n)ugn)]
wo(n +1) = woln) +pler(n)ugn) +eqln)u(n)]

e Este modelo del LMS complejo es equivalente a un conjunto de
cuatro LMS reales con acoplamiento cruzado entre ellos.
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Ejemplo 2: Deconvoluciéon adaptiva para el procesamiento

de datos sismicos

e La idea de deconvolucién predictiva es util para el proce-
samiento de sismogramas de reflexion. Discutiremos la utilizacion
del algoritmo LMS para la implementacion adaptiva de esa idea.
Se supondra que los datos sismicos son estacionarios durante la
ventana utilizada para generar la operacion de deconvolucion.

e El conjunto de datos reales procesados por el sismograma es
u(n), n = 1,2,--+-,N, donde N es la longitud de la muestra.
El método de deconvoluciéon adaptiva con base en el algoritmo
LMS es el siguiente

— Un operador M -dimensional @ (n) se utiliza para generar
una prediccion de la traza a partir de los datos:

'll(n —I—A) = w (n) (n

SN’

donde b (n) = [wo(n). w1(n). - wa—1(n)]", w(n) = [u(n),
uln — 1), ~--, uln — M —|—1)] y A > 1es el perfil de
prediccion.

— La traza deconvolucionada y(n) se define como la diferencia
entre la entrada y la traza predicha,

() = uln) — i (n)

— Se adapta el operador @ (n ),

@ (n+1)=w(n)+plun +A)—daln +A)u(n)
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Ejemplo 3: Medicion de frecuencia instantanea

e Estudiaremos el uso del algoritmo LMS como base para estimar
el contenido de frecuencia de una senal de banda estrecha.

e Con ese objetivo se discutira la relacion entre tres ideas basicas:
un modelo AR para describir un proceso estocastico, un predictor
para analizar el proceso y el algoritmo LMS para estimar los
parametros AR.

Power L
spectrum [T T o4B - T

B  ——————

Bandwidth Q

0 Midband
anguiar
frequency
O‘)C

Figura 29: Definicién de una sena del banda estrecha en funcion de su espectro.

e Definimos una senal de banda estrecha como aquella cuyo an-
cho de banda €2 es pequeno comparado con la frecuencia cen-
tral w.. Una senal modulada en frecuencia (FM) es un ejem-
plo de senal de banda estrecha. La frecuencia instantdnea
(definida como la derivada de la fase con respecto al tiempo) de
una senal FM varia linealmente con la senal moduladora.

e Considerando un proceso de banda estrecha u(n) generado por
un modelo AR variante en el tiempo de orden M, dado por
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u(n) = — kgjlak(n)u(n — k) + V(n)

donde ay(n ) son los parametros variantes en el tiempo del modelo

v v(n) es un proceso de ruido blanco con media cero y varianza

2

a-(n). El espectro de potencia AR (variante en el tiempo) del

proceso u(n) esta dado por

7y (n)

B ‘1 + Z;iw:l ak(n)e_j“k

SAR(w;n) 5, —r < w <7

e Notar que un proceso AR cuyos polos esta proximos al circulo
unitario del plano z tienen la caracteristica de un proceso de
banda estrecha.

e Para estimar los parametros del modelo se utiliza un filtro transver-
sal como un predictor lineal de orden M , con coeficientes wy.(n ),
E=1,2,---,M. Los coeficientes se adaptan continuamente con
la senal de entrada u(n). En particular, utilizamos el algoritmo
LMS como mostrado por

wk(n—I—l):lﬁk(n)—I—uu(n—k)fM(n), E=1,2--.M

donde fM(n) es el error de prediccién dado por

Far(n) = uln) — k%jjlwk(n)u(n — k)

e Los coeficientes del predictor adaptivo estan relacionados con los
parametros del modelo AR por

—wp(n) = estimacién de ap(n) en el instante n, parak =1,2,---
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e Ademas, la potencia promedio del error de prediccién fyr(n)
provee una estimacion de la varianza del ruido o2(n).

e El objetivo es localizar la frecuencia de una senal de banda es-
trecha. En consecuencia, en lo siguiente se ignorara la estimacion
de o2(n). Especificamente, utilizaremos los coeficientes del pre-
dictor adaptivo para definir un funcién frecuencia variante
en el tiempo definida por

1

Plom)=———
14202 ap(n)eI<k|

e La diferencia esencial entre F(w;n) v Sar(w;n) reside en sus
factores de escala del numerador.

e Es posible utilizar F(w;n) para medir la frecuencia instantaneca
de una senal de FM wu(n), previendo que las siguientes suposi-
ciones sean validas

— El predictor adaptivo ha estado en operacién por tiempo
suficiente para asegurar que cualquier transitorio causado por
la inicializacion de los coeficientes ha finalizado.

— El factor de convergencia u se eligioé correctamente para que
el predictor adaptivo funcione adecuadamente, o sea, el error
de prediccién fyr(n) es pequeno para todo n.

— La senal moduladora es esencialmente constante sobre el
rango de muestras del predictor adaptivo, el cual se extiende
desde el instante (N — M ) hasta (n — 1).
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Ejemplo 5: Deteccién de sinusoidales en ruido

u(n) N e(n)
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Figura 30: Mejorador de linea espectral adaptivo.

¢ El mejorador de linea espectral adaptivo (adaptive line
enhancer, ALE), es un dispositivo utilizado para detectar una
senal perodica en ruido de banda ancha. De esta figura es posible
concluir que el ALE es un cancelador de ruido adaptivo en el
que su senal de referencia, en lugar de obtenerse separadamente,
consiste en muestras retrasadas de la senal de entrada primaria.

o El retardo A se denomina paso de prediccién oretardo de

decorrelacién, y se mide en unidades del periodo de muestreo.

e Consideraremos que

u(n) = A Sin(won + gbo) + V(n)
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donde ¢g es un desplazamiento de fase arbitrario y el ruido de
medicién »(n) se supone de media cero y varianza o2, El ALE
actia como un detector en base a los siguientes acciones:

— El paso de prediccion A tiene un valor suficientemente grande
para remover la correlacion entre el ruido v(n) en la en-
trada y el ruido v(n — A) en la referencia, mientras se in-
troduce un desplazamiento de fase igual a wyA entre compo-
nentes sinusoidales de esas dos entradas.

— Los coeficientes del filtro transversal se ajustan con el algo-
ritmo LMS para minimizar el valor medio cuadratico de la
senal de error y en consecuencia compensar el desplazamiento

de fase wyA.

e El resultado neto de esas acciones es producir una salida y(n )
formada por una sinusoidal con ruido de media cero. En partic-
ular, cuando wq es varios multiplos mayor que = /M de cero 6 r,
es posible mostrar que

y(n) = aA Sin(won + gb) + l/out(n)

donde ¢ es un desplazamiento de fase, y v,,,; es el ruido de salida.
El factor de escala a esta definido por

~ (M/2)SNR
T 14 (M/2)SNR

donde M es la longitud del filtro transversal y SNR es la relacion
sefial a tuido a la entrada del ALE: SNR = 4?/(202). De
acuerdo a la ecuacion de la salida del ALE, este actia como un
filtro autosintonizado cuya respuesta en frecuencia exibe un
pico en wy.
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e Es posible mostrar también que la densidad espectral de potencia
de la salida y(n) del ALE puede expresarse como

A2
7T2 (a2 + /LO'BM)[(S(W — wo) + 6(w + wo)] + /LO'Z%M

0?02, [1 —cosM (v —wy) 1+ cosM(w — wp)
M? ’

S(w) =

1 — cos(w — wo) 1 4 cos(w — wo)

Wiener
filter
Wo

\
u(n) " (Z )——» yin)

Stochastic
filter

Figura 31: Modelo del mejorador de linea espectral adaptivo.

e En un ambiente ESA, el valor medio de w (n) obtenido por el
algoritmo LMS converge a la solucion de Wiener w,. El modelo
de estado estacionario, representado en la figura 31, esta com-
puesto por la solucion de Wiener w, actuando en paralelo con
una componente lentamente variable, de media cero, e(n ) debida
al ruido de gradiente.

e Teniendo en cuenta que la entrada al ALE tiene dos componentes
(sinusoidal y ruido), es posible distinguir cuatro componentes del
espectro de potencia;

— Una componente sinusoidal de frecuencia wg y potencia prome-
dio 7a”?42/2, como resultado del procesamiento de la sinu-
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soide de entrada por el filtro de Wiener representado por
w,.

— Una componente sinusoidal de frecuencia wg y potencia prome-
dio 7puA202M /2, debida al filtro estocdstico representado

por €(n) actuando sobre la entrada sinusoidal.

— Una componente de ruido de banda ancha de varianza po * M
debida a la accién del filtro estocastico sobre el ruido v(n).

— Una componente de ruido de banda estrecha filtrado centrado
en wy, debida al procesamiento del ruido v (n ) por el filtro de
Wiener.

e De esta forma el espectro de potencia en la salida del ALE con-
siste de una sinusoidal centrada sobre la base de ruido de banda
estrecha filtrado, la combinacion del cual forma parte del ruido
de banda ancha.

e Mas importante, cuando existe una SNR adecuada en la entrada,
la salida del ALE es, en promedio, aproximadamente igual a la
componente sinusoidal presente en la entrada, determinando en
consecuencia un dispositivo simple para la deteccion.
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7.4 Estabilidad y desempeno del algoritmo LM S

e En el estudio de las propiedades conviene trabajar con el vector
de error en los coeficientes antes que con el vector de coeficientes

e(n) :zﬁ(n) —w,

En base al algortmo LMS es posible obtener

eln+1) = [T = pu(w)u(n)le(n) + pu(n)es(n)  (76)

donde eo(n) es el error de estimacién producido con la

solucién éptima de Wiener, dado por

Método de promediaciéon directa

o LLa ecuacion 76 es una ecuacién a diferencias estocdstica

en el vector de error de los coeficientes e con la siguiente carac-
teristica

— Una matriz de sistema [T — pw (n)u ¥ (n)], aproximadamente
igual a I para todo n, previendo que p sea suficientemente
pequeno.

e De acuerdo con este método, la solucion a esa ecuacion a diferen-
cias estocastica, operando bajo la suposicion de un p pequeno, es
proxima a la solucién de otra ecuacion a diferencias estocastica
cuya matriz de sistema es



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 167

E[I — uu(n)uH(n)] =1 —uR

Especificamente es posible reemplazar (76) con

eln +1) = (I = uR )e(n) + pu(n)e’(n) (77

e Este método es una aproximacion heuristica razonable, dado que
esta basado en la idea que, para p pequeno, la aleatoriedad de
e(n) tiende a desaparecer.

Teoria de Independencia

e Es posible realizar el analisis estadistico del algoritmo LMS ba-
jos las suposiciones de independencia consistentes en los
siguientes cuatro puntos

1. Los vectores u (1), u(2), - - -, w(n) constituyen una secuencia
de vectores estadisticamente independientes.

2. En el instante n, w(n) es estadisticamente independiente de
las muestras pasadas de la respuesta descada d(1), d(2), - - -,
d(n — 1).

3. En el instante n, la respuesta deseada d(n ) depende de u (n),
pero es estadisticamente independiente de las muestras pre-
vias de la respuesta deseada.

4. u(n)y larespuesta deseada d(n ) son variables aleatérias con

distribucién Gaussiana conjuntamente, para todon.

e El analisis estadistico del algoritmo LMS basado en estas suposi-
ciones se denomina teoria de la independencia.
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e De la ccuacién (75) observamos que w(n + 1) en el instante
(n + 1) depende solamente de las siguientes entradas

1. Los vectores de entrada de muestras pasadas: u (n), u(n—1),
o u(l),

2. La respuesta descada de muestras pasadas: d(n), d(n — 1),
-+ d(1).

3. El valor inicial del vector de coeficientes i (0).

e En base a los puntos 1 y 2 de las suposiciones de independencia,
hallamos que  (n 4 1), vy en consecuencia e(n + 1), es indepen-
diente de w(n + 1) v d(n + 1). Esta observacion es muy ttil y
sera utilizada repetidamente en lo subsiguiente.

e La suposicion de independencia puede justificarse facilmente en
ciertas aplicaciones tal como en beamforming adaptivo, donde
es posible que los vectores de entrada sucesivos recibidos por el
arreglo de sensores sean idependientes unos de otros.

e Sin embargo, en aplicaciones de comunicaciones (prediccion, ecual-
izacion y cancelamiento de eco), la secuencia de vectores de en-
trada que dirige al vector de coeficientes hacia la solucion optimo
da Wiener no es estadisticamente independiente. Esta dependen-
cia aparece debido a la propiedad de desplazamiento de
los datos de entrada. Especificamente, el vector de entrada en el
instante n es

u(n) = [u(n),u(n — 1),---,u(n — M + 1)]T

e [n el instante n + 1 tome el nuevo valor

u(n —|—1) = [u(n —|—1),u(n),---,u(n —M)]T
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e De esta forma, con la llegada de cada nueva muestra u(n + 1),
la muestra mas antigua u(n — M + 1) se descarta de u(n), y
las muestras remanentes u(n ), u(n — 1),--+,u(n — M + 2) son
desplazadas hacia atras en el tiempo en una unidad para hacer
lugar a la nueva muestra. .

e La teoria de laindependenciaignora esta dependencia estadistica
entre vectores de entrada sucesivos en ciertos puntos del de-
sarrollo. Por ejemplo, para evaluar la esperanza del término
w(n)ut(n)e(n)et (n) se supone que el vector de error en los co-
eficientes y u(n) son estadisticamente independientes y de esta
forma

e Como contraste, cuando es necesario evaluar E[u (n)u(n)], la

estructura de correlacién en w(n) se preserva, asi como la de
Ele(n)e! (n)].

Critério de convergencia

e En base a (77) es posible establecer las condiciones necesarias
para la convergencia de la media, o sea:

Ele(n)] — 0, paran — oo

o equivalentemente

Elw(n)] — w, paran — 0o
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e Ese critério de convergencia tiene poco valor practico, dado que
una secuencia de variables aleat “orias de media cero arbitraria
converge en este sentido.

e Otro critério mas fuerte es la convergencia en media, de-
scripta por

Ellle(n)]|]] = 0, paran — oo

Sin embargo, una prueba de convergencia en media es bastante
tediosa, basicamente porque ||e(n)]|| es singular en el origen.

e Para evitar estos problemas, es posible considerar la conver-
gencia en media cuadratica. Especificamente, decimos que
el algoritmo LMS es convergente en media cuadratica si

D(n) = El|le(n)]|] — constante, paran — oo

donde la cantidad escalar D(n) se denomina desviacién del

error cuadratico.

e Otro camino para describir la convergencia del algoritmo LMS
en media cuadratica es requerir que

J(n) = E[le(n)]?] — constante, paran — 0o (78)

donde e(n) es el error de estimacion y J(n) es el error medio
cuadratico.

o Mas adelante sera posible mostrar que

AminD(n) < Jep(n) < Mo D(n),  para todo n
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donde J..(n) es el exceso de error medio cuadratico, o sea, la
diferencia entre J(n) y el error medio cuadratico minimo J,,;,
producido por el filtro éptimo de Wiener. A la luz de esta de-
sigualdad es posible establecer que la disminucién de Jo.(n) y
D(n) cuando aumenta n es matematicamente equivalente.

e En consecuencia, es suficiente en nuestro analisis colocar nuestra
atencién en el critério de convergencia descripto por (78).

e Con este critério de convergencia para el analisis del algoritmo
LMS procederemos como sigue

1. Utilizaremos la ecuacion a diferencias estocastica (77) para
obtener una ecuacion recursiva para calcular la matriz cor-
relacién de e(n).

2. Luego se obtendra una expresion para el exceso de error
medio cuadratico Jo.(n).

M atriz correlaciéon del error en los coeficientes

e Por definicion, la matriz correlacion del vector de error en los
coeficientes es

de forma que, aplicando esta definicién a la ecuacién (77) e in-
vocando luego la suposicion de independencia tenemos

K(n+1)=(I —pR)K (n)(I —puR)+p*JpinR  (79)

e Lista ecuacion puede justificarse como sigue
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— Eltérmino (I —puR)K (n)(I —pR) es el resultado de evaluar
la esperanza de (I — R )e(n) consigo mismo.

— Laesperanza del producto cruzado peo(n )(I —pR Je(n)ut (n)
es cero en virtud de la independencia entre €(n) y u(n).

— El término u?J,,;, R se obtiene aplicando el teorema de fac-
torizacién Gaussiana al producto u2e* (n)u (n)U % (n)ey(n).

e El término p*J,,;, R evita que K (n) = 0 sea una solucién de
esta ecuacion. En particular, e(n) solo se aproxima a cero, pero
ejecuta pequenas fluctuaciones alrededor de cero. Esta formali-
dad confirma lo ilustrado en el ejemplo 5.

e Dado que R es positiva definida y g es pequeno es posible con-
cluir que el primer término de (79) es positivo definido siempre
que K (n) sea positiva definida. Claramente el ultimo término
de esta expresion es siempre positivo definido. En consecuen-
cia K (n + 1) es positiva definida siempre que K (n) lo sea. La
prueba por induccién se completa notando que k(0) es positiva
definida, ya que

K (0) = e(0)e”(0) = [ (0) — w, ][0 (0) — w ]

[¢]
Exceso de error medio cuadratico

e Para determinar el comportamiento en el transitorio del error
medio cuadratico del algoritmo LMS, procederemos como sigue.
El error producido por el algoritmo LMS es

e(n) = d
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e Luego, usando (80) para obtenr J(n) e invocando la suposicion
de independencia se otiene

T(n) = Elle(n)[]
= El(eo(n) = " (n)u(n)(e;(n) = U (n)e(n))]

= Jyuin + Ele” (n)u (n)u " (n)e(n)) (81)

e La esperanza de esta ultima ecuacion esta asociada con con una
variable aleatoria escalar representada por un producto de vec-
tores triple, y como la traza de un escalar es el escalar mismo se
tiene que

E [eH(n)u (n)uH(n)e(n)] = E[tr

e Invocando la suposicion de independencia nuevamente es posible
reducir esta expresion a

Ele" (n)u(n)u(n)e(n)] = tr{E[u(n)u"(n)] Ele(n)e” (n)]}

= tr{RK (n)}

e De esta forma:

J(n) = Jmm—I—tr{RK(n)} (82)

e Esta ecuacion indica que para todo n, el valor medio cuadratico
del error de estimacion en el algoritmo LMS consiste en dos
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componentes: el error medio cuadratico minimo .J,,,;, ¥ una com-
ponenente dependiente del comportamiento transitorio de la ma-
triz correlacion asociada al error en los coeficientes K (n). Dado
que esta ultima componente es positiva definida para todo n,
el algoritmo LMS siempre produce un error medio
cuadratico J(n) en exceso del error medio cuadratico

minimo.

o Definimos formalmente el exceso de error medio cuadrdtico
Ccomo

Jex(n) = J(n) — Jpin = tr[RK(n)]

e Para un analisis mas informativo, introducimos un cambio de co-
ordenadas sobre la matriz R , tal que como usualmente Q 'R Q =
A, tal que en particular

QHK (n)Q =X (n)

donde, en general X (n) no es una matriz triangular. Entonces

Jex(n) = tr RK(n)]

= trlAX (n)]

M
Jex(n) = Z AT (83)
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donde z;(n), i = 1,2,--+, M son los elementos de la diagonal
de X (n) v A; son los autovalores de R.

e Usando la transformacion de coordenadas anterior es posible ree-
scribir (79) como

X(n+1)= (I —pA)X ()T = pA)+p*Tih (84)

e Notar que como J,(n) depende solo de los elementos z;(n) aso-
ciados a la diagonal de X (n), entonces en esta ultima ecuacion
enteresa

viln +1) = (1= p)i)ei(n) + 5 Tominhis 0 = 1,2, M(85)

e Definiendo a:(n) = [xl(n),xg(n), .- -,xM(n)]T VA = [/\1, A9,
.o+, Ay, entonces

z(n +1)=Bzx(n)+ ,uQJmm)\ (86)

donde B es una matriz (M X M) con elemementos dados por

MQ/\i/\ja U 7&]

de forma que es relativamente simple verificar que B es real,

{ (1—pXi)? i =
bij =

positiva y simétrica.

e Puede mostrarse que la solucion de la ecuacion a diferencias (86)
esta dada por

donde
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— El coeficiente ¢; es el i-ésimo autovalor de la matriz B vy

g; es su autovector asociado, o sea: G'BG = C, donde
C = diag[01702,°'°,CM] y G = [917927°°°79M]'
— El vector x(0) es el valor inicial de x(n) v x(co) su valor
final.
o El exceso de error medio cuadratico usando esta solucion sera
entonces
Jex(n) = )\Ta: (n)
M
= Y cfA"gi9/ [2(0) — x(00)] + Az (o0)
1=1
M ny 1 T
= Y /A g,9,[2(0) —a(c0)] + Jer(o0) (87

-~
I
—

tal que el primer término del segundo miembro define el com-
portamiento transitorio del error medio cuadratico v el segundo
término representa el valor final del exceso de error medio cua-
dratico después que la adaptacién se ha completado (o sea el
valor de estado estacionario).
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Comportamiento del MSE en el transitorio

e Usando la ecuacién (87) es posible expresar la evolucién tem-
poral del error medio cuadratico para el algoritmo LMS como
sigue

M
J(n) - Z ’VZ'C? + Jmin + Je:z;(oo) (88)
=1

donde ¢; es el i-ésimo autovalor de la matriz B v ~; esta definido
por

Vi = )\Tgl-g]T[a: (O) — w(oo)], i=1,2,---, M

e La ecuacion (88) provee la base para un mejor entendimiento de
la operacion del algoritmo LMS en un ambiente ESA, como se
describira en la forma de cuatro propiedades.

Propiedad 1 La componente transitoria del error

medio cuadratico, J(n), no exibe oscilaciones.

Propiedad 2 La componente transitoria del error
medio cuadratico J(n) desaparece, o sea, el algo-
ritmo LMS es convergente en media cuadratica si
y solo si el factor de convergencia pu satisface la

condicién

2
0< p< —— (89)

max

donde )\,,,; es el mayor autovalor de la matriz cor-

relacion R.
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Parametros: M = nimero de coeficientes
p = factor de convergencia tal que

2
0<p< potencia promedio de u(n)

Datos: w(n) vector de entradas (M x 1).
d(n) respuesta deseada en el instante n.

Inicializacién
w(0)=0
Para cada n, n =1,2,---, calcular
e(n) = d(n) — " (n)u(n)
(n + 1) = w(n) + puln)e(n)

Tabla 2: Algoritmo LMS

Propiedad 3 El valor final del exceso de error medio

cuadratico es menor que el error medio cuadratico

minimo si el factor de convergencia u satisface la

condicién
M2\
Y — < 1 90
o (90)
donde )\;,, i = 1,2,---,M, son los autovalores de la

matriz correlacién R.

Propiedad 4 El desajuste, definido como la relacién

del valor de estado estacionario Jex(oo) y el error

medio cuadratico minimo .J,,;,, tiene la forma

Jez (0O M A
./\/l _ e:z;( ): Ay (91)
T min i:12_ﬂ/\i
que es menor que la unidad si el factor de con-

vergencia p satisface la condicién (90).



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 1

Algunas reglas practicas

e El andlisis de estabilidad y desempeno en términos del error
medio cuadratico del algoritmo LMS operando en un ambiente
ESA se bas6 en: a) el método de promediacion directa, suponiendo
p suficientemente pequeno y b) la suposicion de independencia.

e A pesar de esas suposiciones, en la practica la teoria discutida se
verifica razonablemente para un rango de valores de p amplio.

e La condicion para que el algoritmo LMS sea convergente en
media cuadratica requiere el conocimiento del mayor autovalor
Amaz» Ue en una aplicacion tipica no esta disponible. Para con-
tornar esta dificultad practica, puede tomarse la traza de R como
una estimacion conservativa de A,,,, en cuyo caso

2
tr[R]

0< p< (92)

e Ademas, como R es Toeplitz, los elementos de la diagonal prin-
cipal son todos iguales a »(0). Como, a su vez, r(0) es el valor
medio cuadratico de la entrada se tiene que tr[R] = M r(0) =
“ilo Ellu(n — k)P

e De esta forma (92) puede reescribirse como

2

potencia promedio de u(n )

0<pu< (93)

e Otra ecuacion que puede simplificarse en términos practicos es la
de (91) correspondiente al desajuste M Para evitar el conocimiento
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de los autovalores de R, es posible utilizar la suposicion de un
valor pequeno para p comparado con A,,.., tal que

M=

M= = %potencia promedio de u(n ) (94)

H
2

e Suponiendo que la curva de aprendizaje promedio del algoritmo

1

LMS se aproxima por una tnica exponencial con constante de
tiempo (7 )imse.qav, €nitonces haciendo el mismo razonamiento que
para el método SD, definimos la siguiente constante de tiempo
promedio para el algoritmo LMS

1
20\ g

112

(T)mse,av

tal que usando estos valores promedio en (94) se obtiene

M Ay, M
M=t — (95)

2 4Tmse,av

de lo que es posible hacer las siguientes observaciones

1. El desajuste M aumenta linealmente con la longitud del
filtro M para un valor fijo de 7,5 0.

2. El tiempo de convergencia del algoritmo LMS (O sea el
que toma para eliminar todo el transitorio) es proporcional
a la constante de tiempo promedio 7,5¢ 4. Ademas M es
inversamente proporcional a este tiempo de convergencia.

3. El desjuste M es directamente proporcional al factor de con-
vergencia u, mientras que la constante de tiempo promedio
es inversamente proporcional a p. De aqui que es necesario
satisfacer el compromiso entre bajo desjuste y tiempo de con-
vergencia corto a través del factor de convergencia p.
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7.5 EIl algoritmo LMS normalizado

e En el algoritmo LMS estandar, la correccion que se aplica a
w(n + 1) es directamente a u(n). Para u(n) grande, el
algoritmo LM S experimenta un problema de ampli-
ficacion del ruido de gradiente. Para contornar este
problema es posible utilizar el algoritmo LMS nor-
malizado. En particular, la correccién aplicada a
zﬁ(n—I—l) se normaliza con respecto a la norma Euclid-

iana al cuadrado de u(n) en la iteracién n.

e Es posible formular el algoritmo LMS normalizado
como una modificacion natural del algoritmo LMS
estandar. Alternativamente, es posible obtener el
algoritmo LM S normalizado en forma directa, lo que

se muestra a contibuacion.

e El algoritmo LMS normalizado puede verse como
la solucién a un problema de optimizacién con re-
stricciones. Especificamente, el problema de interés

puede definirse como sigue:

Dado u(n) y d(n), determinar 'lf)(n —|—1) que
minimize la norma Euclidiana al cuadrado del

cambio

swin+1)=w(n +1)—w(n)

de 'lf)(n + 1) con respecto a u?(n), sujeta a la

restriccién

'lfJH(n + 1)u (n) = d(n) (96)
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® Para resolver este problema de optimizacién con re-
stricciones utilizaremos el método de multiplicadores
de Lagrange. La norma al cuadrado del cambio 6w (n—I—

1) puede expresarse como

169 (n +1)||> = 6w (n +1)6w (n +1)
= [w(n +1)—@n)]"[b(n+1)— b (n)]

M-l A ,
— kz_:() |wk(n —|—1) —wk(n)|

e Definiendo los coeficientes wy(n), k =0,1,---,M —1 en

términos de sus partes real e imaginaria se obtiene

wk(n)zak(n)+jbk(n), EF=01,--- M —1

e Entonces se tiene que

low (n + D" = A:Z:_:Ol([ak(n +1) = ap(n)* + [bi(n +1) = bi(n)]?)

e Expresando u(n —k) y d(n) en términos de sus partes
real e imaginaria, es posible escribir la restriccion
(96) como

A::_ol(ak(n + Dui(n — k) +0p(n + Duz(n —k)) = di(n)
A::_ol(ak(n + 1)U2(n — k) — bk(n + 1)“1(n _ k)) - dQ(n)

de forma que la funcién costo J(n) para el problema

de optimizacién puede formularse como



Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 183

M-1

J(n) = ; ([ar(n + 1) = ar(n)]* + [br(n + 1) = by(n)]*)
Iy ldl(n) _ k__ (ax(n + 1)us(n — k) + be(n + ua(n — k))]
Fh ldQ(n) _ k__ (ax(n + us(n — k) — be(n + 1)us (n — k))]

donde A1 y Ay son los multiplicadores de Lagrange. Para
hallar los valores 6ptimos de ag(n +1) ¥ bg(n + 1) diferenciamos
J(n) con respecto a esos parametros e igualamos el resultado a
cero. Entonces

3J(n)
3ak(n + 1) B

lo que produce el siguiente resultado

Q[ak(n + 1) — ak(n)] — /\1u1(n — k) — /\2u2(n — k) =0
y similarmente a partir

3J(n)

=0
3bk(n + 1)

de donde se obtiene

Q[bk(n + 1) — bk(n)] — /\1u2(n — k) — /\Qul(n — k) =0

e Lucgo, usando la definicién de los coeficientes complejos wy.(n )
es posible combinar estos 1ltimos resultados reales como sigue
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2wp(n +1) —wi(n)] = Auln — k), k=0,1,---,M —197)

donde A = Ay + j A9 es un multiplicador de Lagrange complejo.
Para resolver por la incognita A\*, multiplicamos ambos lados de
(97) por u*(n — k) y luego sumamos sobre todos los enteros entre
0y M — 1, para obtener

* = 2 M_lﬁ) n u (n — —M_lﬁ) n)u*(n —
R e PR USSR SLTHE

= 2 (ot Dut(n) — @ (n)ut(n)]

[u(n)|®

donde ||u(n)]| es la norma Euclidiana de w (n). Utilizando ahora
la restriccion compleja en la ecuacion anterior es posible obtener

donde se utilizé la definicién del error de estimacion e(n ). Final-
mente, sustituyendo esta ecuacién en (97) se obtiene

6lﬁk(n + 1) = u?k(n + 1) — u?k(n)

1 * — PP _
= Hu(?)HQU(n —k)e (n), E=0,1, , M 1
= Jugopee e

e Para controlar el cambio del vector de coeficientes de una it-
eracion a la siguiente sin cambiar su direccion, introducimos un
factor de escalamiento positivo real denotado por 7, tal que
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6lﬁk(n + 1) = u;k(ﬁ—F 1) — u;k(n)

= L,Pu(n)e*(n)

()

o equivalentemente

ip(n +1) = ipn) + o —u(n)e’(n)  (98)
e ()
que determina la ecuacion de adaptacion para el algoritmo LMS
normalizado.

e El aspecto importante a notar es que este algoritmo ajusta @ (n +
1) en términos del minimo cambio (en el sentido de la norma
Euclidiana) con respecto a @ (n).

e Comparando la recursion de (98) con la del algoritmo LMS
estandar puede realizarse las siguientes observaciones

— La constante de adaptacion @ para el algoritmo LMS nor-
malizado es adim ensional, mientras que para el estandar
tiene dimensiones de potencia inversa.

— Haciendo

p(n) = b

e ()}

es posible interpretar al algoritmo normalizado como el algo-
ritmo LMS estandar con factor de convergencia vari-

ante en el tiempo.

— El algoritmo LMS normalizado es convergente en me-
dia cuadratica sila constante de adaptacion i satisface la
siguiente condicion
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Parametros: M = nuero de coeficientes
7 = constante de adaptacién tal que
O<pm;?2
a = constante positiva
Datos: u(n) vector de entradas (M x 1).
d(n) respuesta deseada en el instante n.
Inicializacion
w(0)=0
Para cadan,n=1,2,---,
e(n) = d(n) — & (n)u(n)
w(n+1) = ’ﬁ’( )+ Frupe(n)e(n)

Calcular

Tabla 3: Algoritmo LMS normalizado

0<u<?2

e Otro aspecto importante es que el algoritmo LMS normalizado
exibe una velocidad de convergencia que es potencialmente mayor
que la del algoritmo LMS estandar tanto para entradas decor-
relacionadas como correlacionadas.

e Aparte del interés en contornar el problema de amplificacion de
ruido de gradiente, el algoritmo normalizado introduce un prob-
lema particular. Especificamente, cuando [|u(n)|| es pequena,
pueden aparecer dificultades numéricas. Para evitar este prob-
lema es posible modificar levemente la ecuacion (98) como sigue

) = wi(n s u(n)e(n
wk(n—|—1) - ( )+a+Hu(n)H2 ( ) ( ) (99)

donde @ > 0 es una constante suficientemente pequena.



