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9 Método de Cuadrados Minimos

e Se discutira un procedimiento para resolver el problema de fil-
trado lineal, dependiente del modelo, denominado método de
cuadrados minimos, sin invocar las suposiciones sobre la es-
tadistica de la entrada aplicada al filtro.

e El método de cuadrados minimos puede verse como una alterna-
tiva a la teoria del filtro de Wiener. Basicamente, los filtros de
Wiener se obtienen de promedios estadisticos, con el resul-
tado que un filtro (6ptimo en sentido probabilistico) se obtiene
para todas las realizaciones del entorno operacional, suponiendo

ESA.

e Por otro lado, el método de cuadrados minimos es una solucion
deterministica. Especificamente, involucra el uso de prome-
dios temporales, con el resultado que el filtro depende del
numero de muestras utilizadas en el calculo.

e Se extendera también el uso del método de cuadrados minimos,
desarrollando un algoritmo recursivo para el diseno de filtros
adaptivos transversales. El algoritmo resultante se denomina

cuadrados minimos recursivo (RLS).

e El algoritmo RLS puede verse como un caso especial del filtro de
Kalman.

e En el desarrollo del algoritmo RLS se analizara, reviendo algunas
relaciones basicas asociadas al método de cuadrados minimos, el
lema de inversién de matrices. Una caracteristica impor-
tante del algoritmo RLS es que utiliza informacion que posee
memoria desde las condiciones iniciales.
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9.1 Problema de cuadrados minimos

e Consideremos un fenomeno fisico caracterizado por dos conjun-
tos de variables, d(i) v u(i). Esta relacién funcional, como
hipétesis, se supone lineal.

e En particular, la respuesta d(i) es modelada como

M—-1M-1
1) = 'S5 whuli = 1) + o)
k=0 k=0
donde w,; son los parametros desconocidos del modelo, y
eo(i) representa el error de medicién asociado a la naturaleza
estadistica del fenomeno. Este modelo se denomina modelo de

regresion lineal multiple.

o Flerror de medicién eo(i) es una variable aleatdria no
observable que se introduce al modelo para tener en cuenta im-
precisiones. Es usual suponer que el proceso de error de medicion
eo(i) es blanco con media cero y varianza o, O sea,

Ele,(i)] =0, paratodoi y Eley(i)e, (k)]
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lo que implica que

M-1M-1

Bl = ¥ 5 wijuli =1
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u(i) u(i-1) u(i-M+2) u(i-M+1)
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el(i)

Figura 36: Modelo de un filtro transversal lineal.

e Con el filtro lineal transversal de la figura obtenemos un error
residual e(i) dado por

M-1
e(i)=d(i)—yli) =d(i) = kzo wipu(i — k)
e En el método de cuadrados minimos elegimos los coeficientes
del filtro transversal w; para minimizar una funcién costo que

consiste en la suma de los errores al cuadrado:

02
NE
Sl wny) = 3 Jeli) (117)
i=i)
donde iy e is definen los indices limite entre los cuales ocurre la
minimizacion del error. Esta suma puede verse también como

energia de error.

e Los valores asignados a esos limites dependen del tipo de ven-
tana de datos utilizada.
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9.2 Ventanas de datos

e Si M esel numero de coeficientes utilizados en el filtro transversal
modelado en la figura 36, la ventana rectangular construida de
los datos de entrada u(1), u(2), - - -, u (N ) puede tomar diferentes

formas, dependiendo de los valores asignados a los limites i1 y io
en (117).

e En particular, podemos distinguir cuatro métodos diferentes de
ventanear los datos de entrada

1. Método covarianza, ¢l cual no hace ninguna suposicion
sobre los datos fuera del intervalo [1, N]. De esta forma,
definiendo los limites de interés como iy = M y iy = N,
los datos de entrada pueden ordenarse en la siguiente forma
matricial

u(M) u(M+1) --- u(N)
u(M —1) u(M) u(N —1)
u(1) W(?2) e u(N—M41)

2. Método autocorrelacién, el cual hace uso de la suposicion
que los datos previos al instante i = 1 y los datos después
de i = N son cero. Asi, usando iy =1yip =N +M — 1,
la matriz de datos de entrada toma la forma

u(l) wu(2) --- u(M) u(M+1) --- u(N) 0 0
0 wu(l) - uwM-=1) u(M) u(N —1) u(N) 0
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3. Método de pre-ventana, el cual hace uso de la suposicion
que los datos previos a i = 1 son cero, pero no hace suposi-

ciones sobre los datos después de i = N. De esta forma
usando i1 = 1y ip = N, la matriz de entradas toma la
forma

u(l) w(2) --- u(M) u(M+1) --- u(N)

0 wu(l) -+ uM-1) wlM) - u(N —1)

0 0 u(l) u(2) e u(N=M+1)

4. Método de post-ventana, el cual no hace suposiciones
sobre los datos previos a i1 = 1, pero supone que los datos
posteriores a i = N son cero. De esta forma, usandoi; = M
eis =N + M — 1, la matriz de entradas toma la forma

u(M) u(M+1) --- u(N) 0 0
u(M —1) u(M) u(N —1) u(N) 0
u(1) W2 o w(N=M+1) u(N=M) --- u(N)

e Los métodos covarianza y autocorrelacion son usualmente uti-
lizados en la literatura de procesamiento de voz. La denom-
inacion proviene de la forma en que es posible interpretar los
pardmetros conocidos contenidos en el sistema de ecua-
ciones que resultan de minimizar la funcién costo (117).

e En el resto de esta discusion trabajaremos con el método covar-
ianza o el método de pre-ventana.
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9.3 Revisién del principio de ortogonalidad

e Discutiremos el principio de ortogonalidad en forma similar a la
que permitié obtener la base para los filtros de Wiener. El de-
sarrollo de esta teoria se realizara en base al método covarianza.

e La funcion costo para el método covarianza se define como

Elwg. e ) = éMe(@-)e*(@-) _ i§M|e(@-)|2 (118)

e Eligiendo los indices i de esta forma es posible garantizar que
todas las entradas del filtro transversal no tienen valores cero.
Teniendo en cuenta que wjy = aj + jbp, k =0,1,---, M — 1 el
gradiente respecto al error V&, teniendo en cuenta que e(i) =
d(i) — =g ay — jop)u(i — k), serd

Vi€ = —% [e(i)a;;(:)—I-e*(i)aaecgi)-I-]e(i)ag;f)—l-je(i)a;é:)]
= —Zi\f: u(t — k)e*(1) =0, k=0,1,---,M—1
® Si ein(i) es el valor de e(i) que minimiza E(wq, -+, wa—1),
entonces
N
S ou(i — kel (i) =0, k=01---.0 —1 (119)
i=M

que es la descripcion matematica de la version temporal del

principio de ortogonalidad:

La secuencia de error minimo e,,;,, (i) es ortogonal a la
secuencia u(i—k ) aplicada al tap & de un filtro transversal
de longitud M parak =0,1,---, M — 1, cuando el filtro
esta operando en su condicion de cuadrados minimos.
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Corolario Suponiendo wy, - -+, wy/—; los valores de los coeficientes
que optimizan la operacion del filtro transversal en su condicion de
cuadrados minimos, la salida del filtro y,,;, (i) sera

M—1 e

Esta salida provee una estimacién de cuadrados minimos
de la respuesta deseada d(i). Sid(i|U;) es la estimacién de cuadrados
minimos de la respuesta deseada d(i), entonces

. M=l
d(i|U¢) = kz—:() wku(z — k) = ymm(z)

Si ahora multiplicamos ambos lados de (119) por w} y sumamos
sobre el intervalo [0, M — 1], entonces

N *
Z d(i|Ui)€min(i) =0

1=

esta ecuacion es corolario del principio de ortogonalidad:

Cuando un filtro transversal opera en su condicion de
cuadrados minimos, la estimacion de cuadrados minimos de
la respuesta deseada, producida por la salida del filtro y
representada por d (i|U;) v el error de estimaciéon minimo
emin(i) son ortogonales sobre el intervalo de idices de i.
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9.4 Suma minima de los errores al cuadrado

e Para obtener el valor minimo de la funcion costo es posible es-
cribir

dii) = di|U) 4 eninli)
NI —_ NS
respuesta estimacién error de
deseada de la estimacion
respuesta
deseada

e De donde, evaluando la energia de la secuencia d(i) para valores
de i en [M, N] y usando el principio de ortogonalidad se tiene

que
gd — gest+gmin
0
N 2 N ~ 9 N T
2 fa@) = X d@U)T+ X eminli)]
=M 1= =M
de donde

gmin — gd - gest (120)

e Entonces, dada la especificacion de la respuesta deseada d(i) es
posible evaluar su energia y luego evaluar £;. Dado que &,,;, no
es negativo, £, nunca puede ser mayor que &,.
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9.5 Filtros lineales de cuadrados minimos

e Una forma equivalente de describir la condicion de cuadrados
minimos del filtro esta representada por las ecuaciones nor-

males.

e El principio de ortogonalidad se formula en términos del conjunto
de entradas y e, (7). Como

emm(z) = d(z) — wnu(z — n)
n=>0
entonces sustituyendo y reordenando se tiene un sistema de M

ecuaclones simultaneas

N
u(i — k)u (i —n)) = > u(i — k=0,---,M—-1  (121)

=M

gMz

7

e Con las siguientes interpretaciones

1. funcién autocorrelacién de promedio temporal

N
qﬁ(n,k):.;Mu(i—k)u*(i—n), Oé(n,k)éM — 1

2. correlacién cruzada

e De esta forma

M-1
> wpo(n, k) =2(—k), k=01,---,M —1
n=0

que representa el sistema expandido de las ecuaciones
normales para el filtro lineal de cuadrados minimos.
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Formulaciéon matricial de las ecuaciones normales

e Ll sistema de ecuaciones puede reescribirse en forma matricial.
Para ello es necesario introducir algunas definiciones. En partic-

ular
1. La matriz de correlacién de promedios temporales

de u(z),u(z —1),---,u(i — M —|—1)

. o(M —1,0)
¢(0,1) o(1,1) o(M —1,1)

©-
TN
S’
©-
TN
S’

L o(0, M —1) o(1,M —1) o(M —1,M —1) |

2. El vector de correlacién cruzada de promedios tem-
porales entre las entradas w(i), u(i — 1), -+, u(i — M + 1)
v la respuesta deseada d(i)

2 = [(0), 2(=1), -, (=M + 1)

3. El vector de coeficientes del filtro de cuadrados minimos

W = [wo, Wi, W01

e De esta forma las ecuaciones normales pueden escribirse como

bw =z

e Suponiendo que ® no sea singular, el vector de coeficientes para
el filtro de cuadrados minimos lineal sera

b =& 'z (122)
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Suma minima de los errores al cuadrado

e Para completar la evaluacion de &, a partir de la (120), es

posible escribir para €.,

gest

donde w es el vector de coeficientes de cuadrados minimos y &

es la matriz de correlacién de promedios temporales.

e Eis posible simplificar esta ecuacion si se tiene en cuenta las ecua-

ciones normales, o sea

g _AH _ HA
st =Wz =z W

de forma que sustituyendo esta ecuacion en la (120) se tiene que

Ervin = Eq — My = Eq— ey
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9.6 Matriz Correlacién de promedios temporales ®

e La matriz de correlacién &, tiene como elementos ¢(n, k), tal
que el indice % indica la fila y n se refiere a la columna. Con el
vector u (i) de (M x 1) definido por

wli) = [u(i)su(i — 1) u(i — M +1)]

la matriz correlacion puede escribirse como

N H
® = > u (z )u (z )
=M
e Algunas propiedades de esta matriz son las siguientes

L] L4 hd hd H
1. La matriz correlacién & es Hermitiana, o sea ® ' =
b .

2. La matriz correlacién ® es no negativa definida,

o sea, para un vector = de M X 1: z/®z > 0.

3. Los autovalores de la matriz correlacién ® son

todos reales y no negativos.

4. La matriz correlacién es el producto de dos matri-
ces rectangulares Toeplitz que son la transpuesta

Hermitiana una de otra.

e La matriz correlacion no es en general Toeplitz. Sin embargo,
esta compuesta por el producto de dos matrices Toeplitz, yva que
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e Por conveniencia de notacion introducimos la matriz de datos
A (N — M +1x M), rectangular Toeplitz, cuya transpuesta
Hermitiana es

Al = [u(M ), uw(M +1), - u(N)]

u(M) u(M —|—1) u(N)
_ u(M —1) u(M) u(N —1)
u(l) u(2) u(N — M —|—1)_

tal que

»=4a"a (123)
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9.7 Ecuaciones normales y matriz de datos

e Ll sistema de ecuaciones normales puede reformularse en términos
de las matrices de datos usando la ecuacion anterior para ® y z.

e Para ello, introducimos un vector de datos deseado d., consis-
tente en la respuesta deseada d(i) para los valores de i en
(M, N], o sea

d" =[a(M),d(M +1),--- d(N)]

con estas definiciones se tiene que

2 =Aa14

ademas las ecuaciones normales seran

AlAw =44

entonces la solucion de cuadrados minimos toma la forma

w=(A"A)tald (124)

de forma que

Epin =d"'d —d"A(aa) a4

e A pesar que esta ecuacion se muestra algo complicada, su car-
acteristica interesante es que esta expresada en términos de la
matriz de datos A y el vector de datos deseado d.



@ Departamento de Ingenieria Eléctrica - UNS 235

Operador proyeccion

e La ecuacion (124) define al vector de cuadrados minimos w en
términos de la matriz de datos A y el vector deseado d.

e La estimacion de cuadrados minimos de d esta dada por

d=Aw =A(A"A)"'4a"d

e De acuerdo a esto, es posible interpretar el producto Aw =
A(AHA)_lAH como un operador proyeccién sobre el es-
paco lineal barrido por las columnas de la matriz de datos A ., el
cual es el mismo espacio U;, mencionado anteriormente, para
i = N. Si introducimos la notacion P para este operador
podemos escribir

P=Aw=Aa(A"a)"1a"

o [a diferencia de matrices

I—Aw =A(A"A) A =1-P

es el operador complemento ortogonal. Notar que el op-
erador proyeccion y su complemento ortogonal estan inivocamente
determinados por la matriz de datos A .

e El operador proyeccion P, aplicado sobre el vector dato deseado
d, produce la estimacién correspondiente d. I — P aplicado al
vector dato deseado d produce el vector de error de estimacion

€min = d —d.
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Ejem plo Consideremos el ejemplo de un filtro de cuadrados minimos
con dos taps (M = 2) y una entrada real de cuatro muestras (N = 4),
osea N —M +1 = 3. Lamatriz de datos A vy el vector dato deseado
d son

u(2) u(l) 2 3 d(2) 2
A=|uB) u2)|=|1 2| d=1]4d3)|=| 1
u(4) u(3) —1 1 d(4) 1/34

El objetivo de este ejemplo es evaluar el operador proyeccion y
su complemento ortogonal y utilizarlos para ilustrar el principio de
ortogonalidad.

El operador proyeccion sera

26 15 =2
P=Aw=Aa(A"a)"'al = | 15105
—3 5 34
El operador complemento ortogonal es
9 —15 3
I—P = —15 25 =5
3 =5 1
de forma que
1.91 0.09
d=Pd=|115| enm=I—-P)d=|-015

0 0.03
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Coordenada
paraj=3

Coordenada
paraj=2

€min

Coordenada
paraj=4

Figura 37: Representacién geométrica tridimensional de d, d Y €min-

e La figura muestra la representacion geométrica de d y e,in,
donde claramente esos dos vectores son normales.

e Esta figura muestra también el vector d como la suma entre d

Y €min-

e También e,,;, es ortogonal a el espacio barrido por las colum-
nas de A, definido como el conjunto de todas las combinaciones
lineales de vectores columna de A (en este caso un plano). La
estimacién d es solo un vector en ese espacio.
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Teorema de unicidad

e Kl problema de cuadrados minimos siempre tiene solucion. O
sea, para valores dados de la matriz de datos A y el vector de
datos deseados d, siempre es posible encontrar un vector @ que
satisface la ecuacion normal. Es por eso importante saber en que
condiciones la solucion es dnica.

e Para cllo introducimos el siguiente teorema de unicidad

La estimacion de cuadrados minimos @ es tinica si y solo
si la dimension del espacio nulo de A, N'(A), es cero.

e Sca C una matriz de K X M (para la matriz de datos K =
N — M +1). Definimos el espacio nulo de C', N'(C), como el
espacio de los vectores = tal que Az = 0. La dimension del es-
pacio nulo de C, nulidad(C ), verifica en general nulidad(C ) #
nulidad(C™).

e En base al teorema de unicidad es posible esperar una solucion
unica al problema de cuadrados minimos solamente cuando
A tiene columnas linealmente independientes, o sea,
cuando A tienerango de columnas completo. Estoimplica
que la matriz A tiene por los menos tantas filas como columnas,
o de otra forma N — M +1> M.

e Lista ultima condicion significa que el sistema de ecuaciones rep-
resentado por Aw = d utilizado en la minimizaciéon es so-
bredeterminado, porque tiene mas ecuaciones que incogni-
tas. De esta forma, si A tiene rango de columnas completo,
A" A (M x M) no es singular, y la estimacién de cuadrados
minimos tiene un unico valor.
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Sin embargo, cuando A tiene columnas linealmente de-
pendientes, 0 sea, es deficiente en rango, la nulidad de la ma-
triz A es distinta de cero y el resultado es que puede obtenerse
un numero infinito de soluciones para minimizar la suma de er-
rores al cuadrado. En tal situacion, el problema de cuadrados
minimos lineal se complica en el sentido que debemos elegir cual
solucion particular adoptar.

Dejaremos este caso de lado y supondremos en general que la
solucion de cuadrados minimos @ es tnica.

Propiedades de la estimacion

Las siguientes propiedades tienen como suposicion basica que la ma-

tr1z

de datos A es conocida exactamente.

.La estimaciéon de cuadrados minimos w no es ses-

gada, siempre que el proceso de error de medicion

eo(i) tenga media cero.

. Cuando el proceso de error de medicién eo(i) es blanco

con media cero y varianza 02, la matriz covarianza

. .. .. . —1
de la estimacién de cuadrados minimos @ es o2& .

. Cuando el proceso de error de medicién eo(i) es blanco

de media cero, la estimaciéon de cuadrados minimos

w es el mejor estimador lineal no sesgado.

. Cuando el proceso de error de medicién eo(i) es blanco

y Gaussiano, con media cero, la estimacién de cuadra-
dos minimos w alcanza el limite inferior de Cramér-

Rao para estimaciones no sesgadas.
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9.9 Cuadrados Minimos Recursivo (RLS)

e En implementaciones recursivas del método de cuadrados minimos
se comienza el calculo con condiciones iniciales conocidas
y se utiliza informacion contenida en las muestras nuevas para
adaptar las estimaciones viejas. De esta forma encontramos
que la longitud de los datos observables es variable.

e En consecuencia, es posible expresar la funcién costo a ser
minimizada como &(n ), donde n es la longitud variable de los
datos observables. También es usual introducir un factor de
ponderacién en la definicién de la funcién costo E(n), dada

por
& 2
E(n) = ,Zlﬂ(nai)le(i)l
iz
u(i) u(i-1) u(-M+2) u(-M+1)
z-1 ces - -l 7
2) @_ @ yi)

Figura 38: Filtro transversal.

donde e(i) es la diferencia entre la respuesta deseada d(i)y
la salida y (i) producida por un filtro transversal de las entradas
w(i),u(i —1),+-,u(i — M + 1), como se muestra en la figura
38. O sea
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e(i) = d(i) = y(i) = (i) —w " (n)uli)

donde u (i) es el vector de entrada en el instante i, definido por

w(i) =[u(i),u(i = 1), u(i — M +1)]"

v w (n) es el vector de coeficientes en el instante n, definido por

w(n) = [wo(n).wi(n). - wy(n)]'

e Notar ademas que los coeficientes del filtro transversal permanecen
fijos durante el intervalo de observacion 1 < i < n para el cual
la funcién costo £(n) esta definida.

e El factor de ponderacion 3(n, i) tiene la propiedad 0 < 8(n,i) <
1,i =1,2,---
como objetivo asegurar que los datos en el pasado distante sean

.n. El uso de este factor de ponderacion tiene

"olvidados” para, de esta manera, permitir el seguimiento de las
variaciones estadisticas de los datos observables cuando el filtro
opera en un contexto no estacionario.

e Una forma especial de ponderacion, conocida como factor de
ponderacién exponencial ofactor de olvido esta definida
por

Bn,i) =" i=1.2"-

? ? n

donde X es una constante positiva préxima, pero menor que,
1. Cuando A = 1 se obtiene el método de cuadrados minimos
ordinario. La inversa de 1 — A, rigurosamente hablando, es una
medida de la memoria del algoritmo. El caso especial de A =1
corresponde a infinita memoria.
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e De esta forma, en el método de cuadrados minimos pon-
derado exponencialmente, minimizamos la funcién costo
dada por

E(n) = Aol (125)

e El valor 6ptimo del vector de coeficientes w (n), para el cual la
funcion costo cal E (n) alcanza el valor minimo esta definido por

las ecuaciones normales, dadas por

& (n ) (n) = z(n) (126)

donde la matriz de correlacién & (n) (M X M) esta definida por

$(n) = ; A" (i) (i) (127)

y el vector de correlacién cruzada z(n) es

2(n) = év—iu(@-)d*(@-)

e La matriz correlacion ® (n) asi definida difiere de la version de
promedios temporales de (123) en dos aspectos

1. La matriz producto w(n)u(n) dentro de la sumatoria del
lado derecho de (127) esta ponderada por el factor expo-
nencial A", que aparece naturalmente de la funcién costo
(125).

2. Se supone la utilizacion de pre-ventana, por lo cual los
datos de entrada previos a i = 1 son iguales a cero, de ahi el
limite inferior de la sumatoria.
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e Consideraciones similares se aplican al vector de correlacion cruzada
z(n) comparado con su contraparte de promedios tempporales.

e Separando el término correspondiente a i = n del resto de la
sumatoria sobre el lado derecho de (127), es posible escribir

& (n) :;\ij%hﬂmguﬂﬁ>+u@guﬂ@)

= A& (n—1)+un)u(n) (128)

donde & (n) es el valor antiguo de la matriz correlacién y el
producto « (n)u(n) juega el papel de término de correccién en
la operacion de adaptacion.

e En forma similar es posible obtener para z (n ),

2(n) = Az(n — 1)+ u(n)d"(n) (129)

e Para obtener la estimacién de cuadrados minimos 4 (n ) es nece-
sario determinar la inversa de ® (n). En la préactica, sin embargo,
es posible evitar esa operacion usando un resultado basico en
algebra matricial conocido como lema de inversién de ma-

trices.
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9.10 El lema de inversion de matrices

e Para A v B dos matrices de M x M positivas definidas definidas
por

A=B'+cp'c?

donde D es otra matriz positiva definida de N x M y C es
una matriz de M X N. De acuerdo al lema de inversién de
matrices, es posible expresar la inversa de la matriz A como

Al'=B-Bc(pD+c"Bc)'c"B

e La prueba de este lema es constructiva, o sea, multiplicando
las ecuaciones anteriores para obtener la matriz identidad. El
lema de inversion de matrices se usara para obtener una forma
recursiva de la ecuacion de solucion de cuadrados minimos.
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9.11 Algoritmo RLS ponderado exponencialmente

e Con ®(n) supuesta positiva definida ( o sea no singular), es
posible aplicar el lema de inversién de matrices a (128). Rela-
cionaremos primero las siguientes variables:

A=®(n) B '=x8(n—-1) C=un) D=1

y sustituyendo estas definiciones en el lema de inversion de ma-
trices obtenemos la siguiente ecuacion recursiva para la matriz
correlacion

AP (n = Du(n)u(n
1+ A—luH(n)fI)_l(n — Du(n)

=
L
£}
|
Naw

o '(n) = '@ '(n—1)

e Por conveniencia de notacién definimos P (n) = ® '(n), la ma-

triz correlacién inversa, y

_ /\_1P(n — l)u(n)
1+ /\_LuH(n)P (n — 1)u (n)

k(n)

denominado el vector de ganancia. De esta manera la (130)

(131)

queda

P(n) = /\_1P(n — 1) — A_lk(n)uH(n)P (n — 1) (132)

(ecuacion de Riccati para el RLS). Reordenando en (131)

k(n) = /\_1P(n — 1)u (n) — A_lk(n)uH(n)P (n — 1)u (n)
= P(n)u(n)

0 sea, el vector ganancia puede interpretarse como el vector de
u (n) transformado por la inversa de la matriz correlacién @ (n).
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Adaptacién (temporal) del vector de coeficientes

e Para desarrollar una forma recursiva de la ecuacion de adaptacion
de la estimacién de cuadrados minimos de w (n ) y suando (126),
(129) y P(n) = & '(n) se obtiene para la iteracién n:

w = <I>_1(n)z(n) IP(n)z(n)
= /\P(n)z (n — 1) + Pu(n)d*(n)

y sustituyendo P (n) en el primer término del lado derecho de
esta ecuacion por (132) se obtiene

w = Pn—1)z(n—1)— k(n)uH n)P(n—1)z(n— 1)+ P(n)u(n)d™(n)
= wn-—1)— k(n)uH(n)ziJ(n — 1)+ P(n)u(n)d*(n)

e Finalmente, teniendo en cuenta que k(n) = P (n)u(n), se tiene
que

(m)[a*(n) =" (n)eb (n — 1)
(n)€"(n) (133)

donde f(n) es el error de estimacién apriori dado por

zﬁ(n) = 117(n—1)—|-

k
= wn—1)+k

f(n) = d(n) — uT(n)u}*(n — 1)
= d(n) — 'lfJH(n — l)u(n)

que difiere del error a posteriori dado por

e(n) =d(n) =" (n)u(n)
e Notar que en la optimizacion de cuadrados minimos que con-
ducen al algoritmo recursivo de (133) la funcién costo esta basada

en e(n) y noen &(n).
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Inicializacion
P(0) = 6711, § una constante positiva pequena.

w(0) =0
Para cadan, n = 1,2,---, calcular
L (n) . \»LP (n—1)u (n)

Tabla 4: Algoritmo RLS

El algoritmo de cuadrados minimos recursivo (RLS) se mues-
tra completo en la tabla
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Inicializaciéon del algoritmo RLS

e El algoritmo RLS requiere la inicializacion de la recursion de
(132) mediante la eleccién del valor inicial de P (0) que asegura
la no singularidad de la matrix & (n).

e Es posible realizar esto evaluando la inversa de

b m@-)u(,-)]l

1=—n)

donde (i) se obtiene del bloque inicial de datos para —ng <
i < 0.

e Un procedimiento mas simple es modificar la expresion levemente
para la matriz ® (n) escribiendo

$(n) = éwiu(@-)uﬂ(@-) + AT

donde § es una constante positiva pequena. Asi para n = 0 en
la. ecuacion anterior, tenemos

&(0) =6I talque P(0)=¢"I

e Esta inicializacion es equivalente a forzar que las primeras mues-
tras de datos desconocidos tengan el valor A(=M+D/251/2 e lugar
de cero. En otras palabras, debido al periodo de inicializacion
modificamos el método de pre-ventana escribiendo

u(n) =

NEMEDRL2 L
{O, n<0,n#—-M-+41
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e Notar que para un filtro transversal de M taps, el indice n =
M 4+ 1 se refiere al dltimo tap en el filtro. Cuando entra la
primera muestra (i) no cero al filtro la entrada de inicializacién
u(—M +1) deja el filtro y desde ese momento el algoritmo RLS
comienza.

e Solo falta elegir el valor inicial del vector de coeficientes, lo que
usualmente se hace con @ (0) = 0. 6 es el inico parametro re-

querido. La eleccion de 6 es que deberia ser pequeno comparado
con 0.01¢2, donde o2,

e Es importante notar que usando el procedimiento de inicial-
izacion anterior no se esta obteniendo la solucién que minimiza
la funcion costo exactamente.

e En su lugar, se esta calculando la solucion que minimiza

&= 8A"Jw(n)|| + ;A"”I@(i)lg

e En otras palabras, el algoritmo de la tabla produce la solucion
recursiva exacta de

A" (I + 3 ")

w(n)
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9.12 Aspectos adicionales

e El valor minimo de la suma de errores al cuadrado ponderada
Ein, resulta cuando el vector de coeficientes es igual a la esti-
macién de cuadrados minimos w (n ).

e Para calcular &£,,;,(n) es necesario usar la relacion

5(n) = 5d(n) — zH(n)'u} (n) (134)

donde Ey4(n ) esta definido por

E4fn) = LA (0P = Al — 1)+ ()

1=

e De forma que

Emin(n) = A&i(n—1)— zH(n — Daw(n —1)]
+d(n)[d"(n) — u ()i (n — 1)] — 2" (n)k(n)¢"(n) (135)

e Por definiciéon, la expresion dentro del primer conjunto de cor-
chetes sobre el lado derecho de la ecuacion anterior es igual a
E(n—1). Tambén por definicién, la expresion dentro del segundo
conjunto de corchetes es ¢*(n). Para el ultimo término, usamos
la definicion de k(n) para escribir
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Factor de Conversién

o La formula anterior involucra dos errores de estimacion difer-

entes: el error a priori f(n) y el error a posteriori e(n).

e Para establecer una relacion entre ellos tenemos en cuenta que

e(n) = d(n) —[w(
= d(n) — QDH(n — l)u(n) — kH(n)u (n)f(n)
= (1= k" (n)u(n)e(n)

e Esta relacion entre los errores e(n) y ¢(n) se denomina factor

de conversién
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9.13 Analisis de convergencia

e Consideraremos el andlisis de convergencia del algoritmo RLS
operando en un ambiente estacionario, para lo que se utilizara
la teoria de independencia descripta en la seccion del algoritmo

LMS.

e Supondremos que la respuesta deseada d(n) v el vector w(n)
estan relacionados porelmodelo de regresién lineal miiltiple.
al que podemos escribir como

d(n) = eo(n) + 'wOHu (n) (136)

donde w, es el vector de parametros de regresién (constante) y
eo(n) es el error de medicion, blanco, con media cero y varianza
o2, La suposicién de w, constante implica decir que el filtro

adaptivo transversal opera en un ambiente estacionario con A =
1.

Convergencia del algoritmo RLS en media

e Comenzando con & (0) = 0 que corresponde a u(0) = 0 (o sea
pre-ventana de los datos de entrada), v el procedimiento de ini-
cializacién, 4 (n ) obtenido por el RLS coincide casi exactamente
con el método de cuadrados minimos para n > M, donde M es
el numero de coeficientes del filtro adaptivo.

e De acuerdo a esto, con las ecuaciones normales

zﬁ(n) = <I>_1(n)z (n), n>M (137)

donde, para A =1,
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® ()= L u(@u’(i) v 2(n) = X u()a'()  (138)

1=1

e Sustituyendo (136) en (138) se obtiene

o~
S—’
g

QS
I M:
-
\/
/‘\
\/

2(n) = Luli)a'l(

= <I><n>wo+§ w030

.

e Asi, (137) puede reescribirse como

S
1

27 ()@ (n)w, + " (n) 3 w(i)el(i)

1=1

— w,+ @ (n) ; w(i)e’ (i) (139)

e Utilizaremos ahora la propiedad de esperanza estadistica de una

variable aleatoria

Elr] = E[E|r]y]] (140)

donde E [z |y] es la esperanza condicional de una variable aleatéria

v dada por otra variable y. La esperanza restante en el lado dere-

cho de esta ecuacion es respecto a y. Utilizando esta propiedad
n (139) se obtiene

Bl (n)] = wo+ E[@ ' (n) 3 uli)el(n)
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e 'Teniendo en cuenta que

— @ (n) estd univocamente definida por w (1), w(2),---, u(n).
— e,(i) es independiente de w (i), para todo .

— e(i) tiene media cero

de forma que

E[u}(n)]szo, n>M
de forma que el algoritmo RLS converge en media para n > M,
donde M es el nimero decoeficientes del filtro adaptivo. Notar
que a diferencia el algoritmo LMS, el algoritmo RLS no requiere
esperar que n — 00 para que la convergencia en media sea
alcanzada.
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Error medio cuadratrico del vector de coeficientes

e Para analizar la convergencia del error medio cuadratico del vec-
tor de coeficientes @ (n ), es posible expresar el error en los coe-
ficientes como

e Luego usando la definicién de matriz correlacion del error en los
coeficientes se tiene que

(n)]

$ u<i>e:<i>eo<j>uﬂ<j><x>1<n>]

=1

M=

(I)—l

K(n) = E[e(n)eH
— |

n
J

1

e invocando la propiedad (140)

> w(i)B (i)l (n)® " ()]

15=1

& (n)

4

K(n)=E

n

dado que el error de medicion e, (i) se supone ruido blanco de

2

varianza ¢~ se tiene que

K(n) = o°F
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e Luego, en base a las siguientes suposiciones de la teoria de la
independencia

L. u(l),u(2),--+,u(n) son independientes y de distribucion
1déntica.
2. u(l),u(2), -+, u(n) se obtienen de un proceso estocastico

con distribucién Gaussiana multivariable de media

cero y matriz correlacion R.

e El resultado interesante es que ® (n ) esta descripta por una dis-
tribucién compleja de Wishart. En particular para esa
distribucion se verifica que

1 —1
R
n—M —1

E[® '(n)] = . o> M +1

e Sustituyendo en la ecuacion anterior se obtiene

para la cual

Ele"(n)e(n)] = tr[K (n)] = ————tr[R"]
:n—zj—ig:l/\lij n>M+1

donde X; son los autovalores de R.
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e En base a esta ecuacion es posible realizar las siguiente observa-
ciones

1. El error medio cuadratico del error en los coeficientes se am -
plifica por la inversa del menor autovalor \,,;,, de
donde, como una primera aproximacion, la sensibilidad del
algoritmo RLS a la dispersion de los autoalores es inversa-
mente proporcional al menor autovalor. En consecuencia,
problemas de cuadrados minimos mal condicionados pueden
conducir a malas propiedades de convergencia.

2. El error medio cuadratico del error en los coeficientes decae
casi linealmente con el nimero de iteraciones n. En conse-
cuencia, la estimacion producida por el algoritmo RLS con-
verge en media cuadratica al parametro w, del modelo de
regresion lineal casi linealmente con el tiempo.
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Curva de aprendizaje del algoritmo RLS

e Existen en el algoritmo RLS dos errores de estimacion, el error
a priori y el error a posteriori a ser considerados.

e En base a las condiciones iniciales discustidas el valor medio
cuadratico para esos errores puede ser muy diferente en el tiempo.

e Para n = 1, el valor medio cuadratico de £(n) toma valores
grandes (el valor medio cuadratico de d(n)) y decae después
cuando n se incrementa.

e El valor medio cuadratico de e(n ), por otro lado, tiene valores
pequenos para n = 1 y luego aumenta con n.

e De esta forma, la eleccién de ¢(n) como el error de interés pro-
duce una curva de aprendizaje para el algoritmo RLS con una
forma general similar a la del algoritmo LMS. Para comparar es-
tas curvas analizaremos entonces el algoritmo RLS sobre la base
del error de estimacion a priori &(n ).

e Eliminando la respuesta descada de la definicién de ¢(n) se ob-
tiene

En) = eoln) = [0 (n — 1) —w]"u(n)
= ¢,(n) — e (n — Du(n) (142)

e Como un indice de desempeno estadistico para el algoritmo

RLS es conveniente utilizar el error medio cuadritico a
priori definido por
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e Reemplazando la ecuacion (142) en esta ecuacion se obtiene

T'(n) = Blleo|’] + Elu'e(n = 1)e" (n — Tu(n))

—E[e"(n = ()i ()] = Eleo(n)u”(n)e(n 135)

e Con ¢,(n) supuesto de media cero, el primer término de la
derecha de la ecuacién anterior es simplemente su varianza, o 2.
Para los siguientes términos y teniendo en cuenta las suposi-
ciones de la teoria de la independencia discutidas previamente

se obtiene que

I.w(n — 1) vy en consecuencia e(n — 1) es independiente de
u(n), este ultimo obtenido de un proceso ESA de media
cero. Usando la independencia estadistica, junto con resulta-
dos conocidos de algebra, es posible obtener para el segundo
término

E[uH(n)e(n — 1)6H(n — 1)u (n)] = tr [RK(n — 1)]

2. eo(n) depende de w(n). En consecuencia e(n — 1) es inde-
pendiente de w(n) v ey(n). Asi, el tercer término del lado
derecho de esa ecuacion es cero teniendo en cuenta que

Ble"(n — Du(n)ey(n)] = Ele” (n = 1)]E[u(n)e;(n)]
tal que por el principio de ortogonalidad,

E[GH(n — 1)u (n)e*(n)] =0

0

3. El cuarto término de la derecha tiene la misma forma que el
considerado en el punto anterior, tal que
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E [eo(n)uH(n)e(n — 1)] =

e Usando estos resultados es posible reescribir la ecuacion (143)
como sigue

J/(n) — o2 —I—tr[RK(n — 1)]

y usando (141) (con A = 1)

Mo?
n—M—1

J/(n)=02—|— n>M +1

e Con base en este resultado es posible hacer las siguientes obser-
vaciones

1. La curva de aprendizaje promedio del algoritmo RLS con-
verge en alrededor de 2M iteraciones, o sea, la velocidad de
convergencia del algoritmo RLS es tipicamente un orden de
magnitud mas rapida que la del algoritmo LMS.

2. Paran — oo, J'(n) tiende a un valor final igual a la varianza
0% de e,(n). En otras palabras, el algoritmo RLS teorica-
mente produce un exceso de error medio cuadratico cero (6
desajuste cero) cuando opera en un ambiente estacionario.

3. La convergencia del algoritmo RLS en media cuadrética es
independiente de los autovalores de R.

e Debe enfatizarse que la mencionada mejora en la velocidad de
convergencia del algoritmo RLS en relacion al algoritmo LMS
se mantiene solamente cuando e,(n ) es pequeno en comparacion
con d(n ), o sea cuando la relacién senal a ruido es alta. También,
la propiedad de desajuste cero supone que A = 1 (memoria in-
finita).
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9.14 Formulacién por variables de estado

e LKl algoritmo RLS exponencialmente ponderado fue obtenido a
partir del lema de inversion de matrices, fundamentalmente en

base a un modelo matematico deterministico.

e [l algoritmo RLS puede también obtenerse en forma exacta
directamente del algoritmo de filtrado Kalman tipo covarianza.

e Liste analisis alternativo de la solucion del problema de RLS es
importante porque nos permite establecer una importante lista
de correspondencias entre el algoritmo RLS vy el filtro de IKalman.

Una comparacion de modelos estocasticos y determin-
isticos

e Considerando el modelo dinamico no forzado

z(n+1) = A7 2z(n) (144)
y(n) = w(n)e(n)+v(n) (145)
e De la primera ecuacion es simple concluir que z (n) = A™"/?z (0)

e Evaluando (145) paran = 0,1, - - y utilizando la ecuacion an-
terior es posible obtener el siguiente sistema de ecuaciones es-
tocasticas lineales

y(0) = w™(0)z(0) +»(0)
y(1) = 2 Y2 (D)2 (0) + (1)

y(n) = /\_n/ZuH(n)aZ (O) + V(n)

o en forma equivalente
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y(0) = u"(0)a(0) +»(0)
M2y1) = w1z (0)+ (1)

/\n/Qy(n) = uH(n)a: (O) + V(n)

e Este sistema representa una caracterizacion estocastica del mo-
delo dinamico no forzado asociado desde el punto de vista de
filtrado de Kalman.

e Considerando ahora la formulaciéon deterministica del problema
desde el punto de vista del RLS y adecuando el modelo de la
cuacién (136) es posible escribir el siguiente sistema de ecua-
ciones lineales simultaneas

d*(0) = w™(0)w, + ¢ (0)
(1) = ul(Ljw, + (1)

n) = wn)w, +eln)

e Se tiene entonces dos sistemas de ecuaciones lineales simultaneas
para resolver esencialmente el mismo problema. Es de esperar
que ambos conduzcan exactamente a la misma solucion del prob-
lema.

o Ademas, teniendo en cuenta que esos dos sistemas tienen la
misma forma matematica, es razonable hacer x (0) = w,. Sobre
esta base y los sistemas anteriores es posible concluir las sigu-
ientes correspondencias

y(n) =270 ) () =27 (n)
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Una comparacion del filtrado de Kalman y el algoritmo
RLS

e La comparacion de las tablas que resumen los algoritmos de
Kalman y RLS arrojan las siguientes correspondencias

K(n — 1) = /\_1P(n — 1)
g(n) = /\_1/2k(n)
a n) = /\_n/Qf*(n

g(n +1v,) = A7 24 (n)

e Ademds, es posible concluir que el factor de conversion r~(n)
en la forma especializada del filtro de Kalman tipo covarianza y
el factor de conversion ~(n ) para el algoritmo RLS coinciden, o

sea r_l(n) = 'y(n)

Un resimen de las correspondencias entre variables de filtrado de
Kalman y RLS se muestra a continuacion.

Kalman RLS
Descripciéon Variable Descripciéon Variable
Estado inicial x(0) Coeficientes de regresion w,
Estados x(n) Coeficientes de regresion A2,
exponencialmente ponderados
Observaciones y(n) Respuesta deseada A2 0% ()
Ruido de medicién v(n) Error de medicion A~"2ex(n)
Estados del predictor &(n + 1|Y,,) | Coeficientes estimados )\_(”"'1)/211)(71)
de un paso
Correlacién del error K(n) Inversa de la correlacién A1P(n)
de prediccion de estados de la entrada
Ganancia Kalman g(n) Vector ganancia A~Y2k(n)
Innovacién a(n) Error a priori AT2E5(n)
Factor de conversién r~t(n) Factor de conversién y(n)
Condiciones iniciales Z(1]yo) = 0 | Condiciones iniciales w(0)=0
K(0) ATLP(0)




